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Vorwort. 

Die vorliegende Schrift bildet den zweiten Teil (und das 
dritte Heft) der unter dem zusammenfassenden Titel „Neue 
Beiträge zur Frage des mathematischen und physika- 
lischen Unterrichts an den höheren Schulen" erschienenen, 
von den Herren F. Ki.iüx und E. Riecke gesammelten Vor- 
träge, die von diesen und den Herren 0. Behkendsen, F.. Böse, 
J. Stark, K, Schv aüzsciicd und mir gelegentlich des Ferien- 
kurses für Oberlehrer der Mathematik und Physik zu Ostern 
11504 in Gröttingen gehalten wurden. Eine separate Herausgabe 
des ganzen Werkes in zwei Teilen (bezw, in drei Heften) war 
von vornherein deswegen in Aussicht genommen, um jedem, 
der besonderes Interesse für einzelne der hier behandelten 
Fragen besitzt, um so leichter die speziellen in Betracht kom- 
menden Aufsätze zugänglich zu machen. Ihrer Entstehung ent- 
sprechend wendet meine Schrift sich in erster Linie an die 
Lehrer der Mathematik an unseren höheren Schulen; doch wird 
es mich freuen, wenn die Anregungen, die sie vermitteln soll, 
über diesen Kreis hinaus, besonders auch bei den Lehrern und 
Studierenden der Universitäten und Technischen Hochschulen, 
freundliche Aufnahme und Beachtung finden. 

Den Herren Prof. S, Finsterwaldek. in München, Geheim- 
rat Prof, C. Kori'E in Braunschweig, Kgl, Baurat und Privat- 
dozenten W. KöRiSEK in Charlüttenburg, Hauptmann und Ab- 
teilungschef im Kgl. Bayr. Generalstabe A. Lajuikrkr in München, 
Geheimen Baurat A. Me^de>-b.4ler in Berlin und meinen Göttinger 
Kollegen Prof. K. Schwarzschild und Prof. E. Wiechert möchte 
ich auch hier ganz besonders danken für die mir bereitwilligst 
erteilte Erlaubnis, photogram metrische Aufnahmen von ihnen und 
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im Anschluß an diese ausgeführte Zeichnunyen zum Abdruck 
zu bringen, wodurch es mir möglich wurde, in die weiten 
praktischen Anwendungsgebiete der Photo g ramm etrie einen 
durch lebendige Anschauung erreichten klaren Ausblick zu ge- 
währen. Auch der Verlagshandlung B. G. Teubner in Leipzig 
bin ich für ihr stets bereitwilliges Eingehen auf meine Wünsche 
und die schöne Ausstattung des Druckes zu lebhaftem Danke 
verpflichtet. 

Rinteln a. W,, Weservilla, den 4, September 1904. 

Fr. Schilling. 
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über die Anwendungen der darstellenden Geometrie, 
insbesondere über die Photogrammetrie. 

\'on Friedrich Schilling. 

Krstc Vorlesung. 

Einleitung: Allgemeine Bemerkungen über angewandte Mathematik 
und im besondern über darstellende Geometrie. 

JÄeine Vorträge beim diesjährigen P~erienkursus sollen der 
„Angewandten Mathematik" gewidmet sein. Ich erinnere 
daran, daß in den neuen preußischen Lehrplänen von 1901') 
ausdrücklich darauf hingewiesen wird, wie „der Unterricht Ge- 
winn davon hat, wenn durch die Aufgaben, deren Lösung er 
verlangt, auch die Anwendbarkeit der Wissenschaft auf anderen 
Gebieten, sei es des Lebens, sei es besonders der physikali- 
schen Wissenschaften aufgezeigt und die Gelegenheit geboten 
wird, den mathematischen Sinn durch die Anwendung auf diese 
Gebiete zu üben". Diese Forderung soll insbesondere auch der 
Bedeutung gerecht werden, welche die moderne Technik in 
stetig steigendem Maße in unserm gesamten volkswirtschaft- 
lichen Leben sich errungen hat. Sie soll aber auch rein di- 
daktisch betrachtet den Unterricht in der Mathematik dadurch 
beleben und dem jugendlichen Geiste des .Schülers anpassen, 
daß die rein abstrakten Gedankenketten, die nach wie vor den 
eigentlichen Kern bilden sollen, mit lebendiger Anschauung der 
uns umgebenden realen Verhältnisse verknüpft werden. 

In engster Verbindung damit steht die Einführung der an- 
gewandten Mathematik in den Universitätsunterricht. Obwohl 

r) l.ehrpläne und l.thrinirj;ni)eii für die höheren Schulen in 
Pieußcn von igor, Halle a. S. igOr, p. 59. ~ Znm Vergleiche verweise icli auch 
anr die „Instruktionen für den Unterricht an den Realschulen in Öster- 
reich im Anschlüsse an einen Xormallclirplan", V. Aufl., Wien 1899, 
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duf den höheren Schulen diese Disziplin kein selbständiges 
Unterrichtsfach ist — vielmehr soll der ganze Unterricht von 
dem Geiste der angewandten Mathematik durchdrungen sein ■ — , 
bildet sie nach der neuen preußischen Prüfungsordnung von 
i8q8 ein besonderes Fach für die Lehramtsprüfung, ja durch 
Fakultätsbeschluß können „Angewandte Mathematik" wie „An- 
gewandte Physik" auch als besondere Fächer bei der Promo- 
tion hier in Göttingen gewählt werden.') Der Wortlaut der 
Prüfungsvorschriften für die angewandte Mathematik 
ist folgender^): „Von den Kandidaten, welche die Lehrbefähi- 
gung in der angewandten Mathematik nachweisen wollen, ist 
außer einer Lehrbefähigung in der reinen Mathematik zu for- 
dern: Kenntnis der darstellenden Geometrie bis zur Lehre von 
der Zentralprojektion einschließlich und entsprechende Fertig- 
keit im Zeichnen, Bekanntschaft mit den mathematischen Me- 
thoden der technischen Mechanik, insbesondere der graphischen 
Statik, mit der niederen Geodäsie und den Elementen der 
höheren Geodäsie nebst Theorie der Ausgleichung der Be- 
obachtungsfehler". 

Das neue Prüfungsfach umfaßt demnach namentlich drei 
Einzeldisziplinen : Darstellende Geometrie, Technische Mecha- 
nik und Geodäsie. Indes ist die Bezeichnung „Angewandte 
Mathematik" vielfach auch in anderem Sinne gebraucht worden, 
als wir ihn hier umgrenzen. Um nicht näher darauf einzugehen, 
möchte ich gleich hier auf einen kürzlich erschienenen Auf- 
satz von G. Halck: „Über angewandte Mathematik"^} ver- 
weisen, der zur Klärung der verschiedenen Standpunkte wesent- 
lich beiträgt und darüber hinaus sehr beachtenswerte Be- 
merkungen über die Stellung der angewandten Mathematik im 
Universitäts- und Schulunterricht enthalt. — Seit etwa zehn 
Jahren, wenn wir von vereinzelten früheren Veröffentlichungen 
absehen*), sind überhaupt sowohl von namhaften Universitäts- 

r) Das Gleiche gilt nauh dem Vgrsf.inge (iiitÜQgons für die Universität Jena. 
3) „Prüfunssui-dnung für die Kandidaten des höheren Lehramts 
in Preußen", Halle n. S. 1898, neuer Abdruck 1903, p. 16. 

3) Sitzungsberiolitc der Berliner Ii [athematischen Gesellschaft III, p. i—S (Bei- 
lage zum Archiv der llathematik und Physik, III. Reihe, Band VII, Leipzig 1903). 

4) \\'ir nennen z, B. die Rede von Hm. F. [CleIn bei Übernahme seiner Pro- 
fessur für Geometrie an der Universität Leipzig ([880): „Über die Beziehungen 
der neueren Mathematik zu ihren Anwendungen", die übrigens im Bd. XXVI 
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Anwendungen der darstellenden Geometrie. x 

lehrern wie auch aus Ihrem Kreise die Fragen, welche die 
angewandte Mathematik aufrollt, in verschiedenster Weise be- 
sprochen. Es würde zu weit führen, so interessant ein solcher 
historischer Rückblick ist, im einzelnen diese Bewegung zu 
verfolgen; es mag genügen, insbesondere auf die „Jahres- 
berichte der Deutschen Mathematiker-Vereinigung", die 
^.Zeitschrift für Mathematik und Physik", die jetzt ja ge- 
radezu als Organ für angewandte Mathematik ausgebildet ist, 
andererseits auf die „Zeitschrift für mathematischen und 
naturwissenschaftlichen Unterricht" und die „Unterrichts- 
blätter für Mathematik und Naturwissenschaften" (als 
Fortsetzung der Berichte der Versammlungen des „Vereins zur 
Förderung des Unterrichts in der Mathematik und den Natur- 
wissenschaften") zu verweisen — ■ alles Zeitschriften, welche in 
jedem Jahi^ang verschiedene Aufsätze über unsem Gegenstand 
bringen. Daneben möchte ich als Führer der Bewegung auf 
Seiten der Universitätslehrer besonders G. Hauck. - Charlotten- 
burg, F. Klein- Göttingen, H. Weher - Straßburg und auf Seiten 
der Gymnasiallehrer C. HiLUEBRAKDT- Braunschweig, G. Holz- 
jicLLER- Hagen i. W., C. IL Müller - Frankfurt a, M,, O. Pkesler- 
Hannover und A. Richtkk -Wandsbeck nennen und Sie auf 
die vielen Schulprogramme und Separatabdrücke aufmerksam 
machen, die ich hier ausgelegt habe/) Dankenswert wäre 

der „Zeitschrift Tür mathematisclien und naturwissenschaftlichen Unterricht" (1895) 
wieder abgedruckt ist. Chr. Wiener sagt ebenfalls schon in seinem Lehrbuche 
der darstellenden Geometrie (Band I, Leipzig 1884, p. 61): „Es erscheint eben- 
so als geboten, die Anfangsgründe der darstellenden Geometrie in den Gymnasien 
einzuführen und dadurch dem Unterrichte in der Stereometrie den Erfolg zu ge- 
währen, den er bisher entbehrte, als die höheren Teile unserer Wissenschaft auf 
allen Universitäten zu lehren", 
l) Ich nenne von diesen; 
H. Weber, Wirkung der neuen preußischen Prüfungsordnung für 
die Lehramtskandidaten auf den üniveraitälsunterricht (Jahres- 
bericht der Deutschen Mathematiker -Veieinigung, Ed. VIII, 19OO, p. 95 — 
104) und das zugehörige Korreferat von G. Hauck (ebenda p. 105 — 118). 

E. Study, Einige Bemerkungen zu der neuen preußischen Prüfungs- 

ordnung (Jahresbericht der Deutschen Mathematiker -Vereinigung, Bd. VIII, 
1900. p. 121 — 137). 

F. Klein und E. Riecke, Über angewandte Mathematik and Physik in 

ihrer Bedeutung für den Unterricht an den höheren Schulen, 
Vorträge, gehalten in Götlingen Ostern 1900 bei Gelegenheit des Ferien- 
kursus für Oberlehrer, Leipzig 1900, ferner eine Reihe von Aufsätzen von 
Kliiik u RlifCKF, VotHSge II, 2. \ 
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es gewiß, eine möglichst vollständige Literaturzusammenstellung 
die angewandte Mathematik betreffend einmal an g-eeigneter 
Stelle zu veröffentlichen. 

Als Übungsbuch für den Schulunterricht, das sich in aus- 
gedehnter Weise mit den Anwendungen der Mathematik be- 
faßt, sei hier noch genannt; A. Schülke, Aufgabensamm- 
lung aus der Arithmetik, Geometrie und Stereometrie 
nebst Anwendungen auf Astronomie, Feldmessung", 
Nautik, Physik, Technik und Volkswirtschaftslehre 
(Leipzig igo2), und insbesondere sei auch auf das Vorwort da- 
selbst verwiesen.") 

Ich möchte es mit diesen Bemerkungen ganz allgemeinen 
Charakters genug sein lassen. Denn ich selbst möchte vor 
Ihnen nicht in allgemeiner Weise die Fragen der angewandten 
Mathematik besprechen, sondern Ihnen lieber über ein spe- 
zielles Kapitel aus diesem Gebiet vortragen, um Ihnen an den 
ausgewählten Beispielen unmittelbar vor Augen zu führen, wie 
ich selbst mir die Verwendung der angewandten Mathematik 
beim Unterricht an den höheren Schulen denke. Diese Bei- 
spiele gehören dem Gebiet der darstellenden Geometrie an, die 
ja, darf ich wohl sagen, den Zentralkem des Unterrichts in 
der angewandten Mathematik an den Universitäten wie den 

1-'. Kr.KIN, die im ersten Teile des Sammelbandes unserer die^ijährigcn \'i)r- 
tciige wiederabgedruckt sind. 
P. Stackel, Über die Entwiclilung des Unterrichtsbetrjebes in nn- 
eewandter Mathematik an den deutsclien Universitäten, Jaiires- 
beticlit der Deutsclien Matlrematilier-Vereinigang, Bd. XI, igoa, p, z6 — 37 
und Angewandte Mathematilt und Physik an den deutsclien 
Universitäten, ebenda Bd. XIII, 1904, p. 313—341, sowie Angewandte 
Mathematik an den preußischen Universitäten, Monatsschrift für 
höhere Schulen von Köpke und Matthias, Berlin 1904, p. 289—297. 
Die besonders die darstellende Geometrie betreifende Literatut wird von mir 
später noch ausführlich, insbesondere auf p. 8, genannt, 

i) Ein Referat über das SCHÜLKBsclie Buch gibt unter anderem Otto Richter, 
Elementarmathematik (Neue Jahrbücher für das klass. Altertum, Gesciiichte- 
und deutsche Literatur und für Pädagogik, Leipzig 1903, p. 38S — 304, insbesondere 
p. igÖff.). — KärzUch erschien ferner der erste Teil von B. Biel, Mathe- 
matische Aufgaben für die höheren Lehranstalten, unter möglichster 
Berücksichtigung der Anwendungen wie überhaupt der Verknüpfung 
der Mathematik mit anderen Gebieten /.usammengestellt (Leipzig 19OJ). 
Auch hier läßt dem Vorwort zufolge besonders der sweite Teil ausgedehnte Betüel!- 
ftithtigung der Anwendun 
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An-^endungeit der darsteltendsn Geometrie. c 

höheren Schulen bildet. Gewiß ist von jedem Studierenden 
der Mathematik Fertigkeit im praktischen Zeichnen sowohl wie 
Kenntnis des Wesens und der Methoden der darstellenden 
Geometrie überhaupt schon wegen ihrer innigen Beziehung zu 
allen anderen geometrischen Disziplinen zu wünschen, mag 
er im übrigen die angewandte Mathematik als Examensfach 
wählen oder nicht. Die darstellende Geometrie ist auch der- 
jenige Teil der angewandten Mathematik, dessen Berechtigung 
im Universitätsunterricht kaum von irgend einer Seite je be- 
anstandet ist. Sie wissen nun, daß ich als Thema meiner 
Vorträge speziell „Anwendungen der darstellenden Geometrie" 
angekündigt habe. Daher werde ich die grundlegenden rein 
geometrischen Teile dieser Disziplin, wie sie übrigens jedes 
Lehrbuch der darstellenden Geometrie enthält, kaum berühren, 
vielmehr sie als bekannt voraussetzen. Schon gelegentlich der 
früheren Oberlehrerkurse hier in Göttingen habe ich über die 
darstellende Geometrie im allgemeinen vorgetragen (Grund- 
und Aufrißmethode , Kavalierperspektive , Orthogonale Axono- 
metrie, Zentralperspektive); ich verweise auf das schon genannte 
Buch von F. Klein und E. Riecke (p. 42—56}, wo diese Vorträge 
selbst zwar nicht ausführlich abgedruckt sind, wohl aber von den 
Hilfsmitteln zum Unterrichte in der darstellenden Geometrie, 
insbesondere unsern Göttinger Einrichtungen gesprochen wird, 
welch' letztere seitdem natürlich ihre Verbesserung und Er- 
weiterung erfahren haben. Doch möchte ich hier den Begriff 
„Darstellende Geometrie" im weitesten Sinne gefaßt wissen, 
wie es gerade für den Standpunkt der höheren Schulen zweck- 
mäßig ist, wo nicht, wie an den Hochschulen, viele einzelne 
Disziplinen dieser Richtung nebeneinander in besonderen Kursen 
behandelt werden. Ich möchte unter „Darstellender Geometrie" 
verstehen: 

„die Theorieen, wie man von räumlichen oder auch 
ebenen geometrischen Gebilden Abbilder, sei es in 
der Zeichenebene, sei es auch im Modell, entwerfen, 
an diesen Abbildern Konstruktionen gesuchter Ele- 
mente auf Grund logischer Überlegungen ausführen 
oder an der Hand dieser Abbilder die Eigenschaften 
der Gebilde selbst wissenschaftlich studieren kann."') 



l) „Das Ziel der darstellenden Geometrie ist die Entwicklung des geistigen 
ögens der Raumansthauung an der Hand der zeichnenden und modellierenden 
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Hiernach soll z. B. das Maschinen zeichnen, d. h. die Lehre, 
einzelne Teile der Maschine (Achsenlager, Zahnräder) oder auch 
diese selbst zu konstruieren, hier ebenso der darstellenden Geo- 
metrie zugerechnet sein wie die Perspektive mit ihrer Anwen- 
dung im Maleratelier oder die Lehre von der Darstellung der 
Flächen zweiten Grades in Zeichnung oder Modell. Was die 
Modelle betrifft, so sei hier bemerkt, daß man beim Unterricht 
nicht zu sehr von ihnen Gebrauch machen wird, da der Schüler 
gerade lernen soll, auch ohne sie räumlich die Verhältnisse 
sich vorzustellen. Etwas anderes ist es mit der Selbstanferti- 
gung der Modelle (Faden-, Draht-, Kartonmodelle, Modelle 
aus Laubsägeholz); hierzu einzelne Schüler, besonders die da- 
für veranlagten, beim Unterricht anzuregen, ist zweifellos sehr 
zu empfehlen.') 

Die Anwendungen der darstellenden Geometrie dürften Ihr 
Interesse auch deswegen in erhöhtem Maße erwecken, weil in 
den neuen Lehrplänen von 1901 für die Prima des Gymnasiums 
und die Untersekunda des Real^mnasiums und der Oberreal- 
schule ausdrücklich Anleitung zum perspektivischen Zeichnen 
räumlicher Gebilde^), sowie für die Prima der letztgenannten 
Lehranstalt die Grundlehren der darstellenden Geometrie vor- 

Darstellung und in wissenBchaftMcher Durchbildung zum siclieren raüinliclien Denken" 
(aus dem ktiten Vorwort lu W. Fiedler, Die darstellende Geometrie in 
organischer Verbindung mit der Geometrie der f.age, 4. Anflage, I.Teil, 
Leipzig 1904). 

1} Für eine auftführliohc Venvendung der Kürpermodelle Ijeiiii Unlcrritlil 
tritt ein: 

J. Schacht, Die Ausbildung des räumliclien Ansrhauungsvermögens 
im mathematisrhcn Unterricht des Gymnasiums, Prügramm, 
Posen 1903, 
die Anfertigung von Modellen bespricht; 

G. Hol/Müller, Vorbereitende Einführung in die R:iumlchrc, Leipzig 
I9U4, p. 106 — 123. 
Was die Ausbildung der Handfertigkeit im Zeichnen bctriffl, so ist diese 
nur durch eigene umfassende Übung unter der Leitung eines Lehrers zu erlernen. 
Die Hilfsmittel zum Zeichnen besjirechen folgende Werke, aus denen man mancherlei 
praktische Wlnlte entnehmen kann: 

A.ZÜKME6EÜE, Wie fertigt man technische Zeichnungen an? Berlin 1890. 
N. F1AJ.KOWSKI, Zeichnende Geometrie, Wien-Leipzig 1880. 

2) Ans dem Wortlaute der Vorschriften ist nicht zu erkennen, ob hierbei 
etwa an die Zentral])rojektion gedacht ist; doch sollte man aus didaktischen Gründen 
annehmen, daß in erster Linie die schiefe Painllelprojektion (Kavalierperspektive) 
in Frage kommt. 
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geschrieben sind, ganz; abgesehen von dem wahlfreien Linear- 
zeichnen. Wie wünschenswert es ist, daß letzteres im Anschluß 
an den mathematischen Unterricht von dem Mathematiklehrer 
erteilt wird, ist auch von Ihrer Seite wiederholt ausgesprochen. 

Die Bedeutung des Zeichnens im mathematischen Unter- 
richt heben die neuen Lehrpläne (p. 58/59) folgendermaßen 
hervor: 

„Auf allen Anstalten ist schon von III ab der Übung im 
Konstruieren die sorgfältigste Pflege zu widmen; sie muß bis 
in die oberste Klasse neben den dort behandelten Gebieten 
fortgesetzt werden" und: „Dem Cbelstande, daß der Unterricht 
auf der Oberstufe einen zu ausschließlich rechnerischen Cha- 
rakter annimmt, wird sich durch Fortsetzung der Übungen in 
geometrischer Anschauung und Konstruktion steuern lassen. 
Besonders ist im stereometrischen Unterrichte, ganz abgesehen 
von dem Betriebe der darstellenden Geometrie, das Verständnis 
projektivischen Zeichnens vorzubereiten und zu unterstützen." 

Wie lebhaft auch die Kreise der Gymnasiallehrer sich mit 
der Frage der Bedeutimg und Ausgestaltung des Unterrichts 
in der darstellenden Geometrie an den höheren Schulen be- 
fassen, zeigen die gelegentlich der X, Versammlung des „Ver- 
eins zur Förderung des Unterrichts in der Mathematik 
und den Naturwissenschaften" zu Gießen (igoi) angenom- 
menen Thesen: 

1) An allen Lehranstalten ist die korrekte Herstellung der 
im mathematischen, insbesondere im stereo metrischen Unter- 
richt benutzten Figuren zu lehren und zu üben. Der mathe- 
matische Unterricht hat diese Aufgabe unter Zurückstellung 
anderer zu erfüllen. 

2) Es ist notwendig, daß auf dem humanistischen Gym- 
nasium den Schülern die Möglichkeit geboten wird, sich die 
Elemente der darstellenden Geometrie anzueignen. Diese Ele- 
mente sind dem stereometrischen Unterricht der Prima einzu- 
fi echten, 

3) Der Unterricht in der darstellenden Geometrie ist für 
die drei obersten Klassen des Realgymnasiums und der Ober- 
realschule obligatorisch. Er ist in wöchentlich zwei Stunden 
von einem Mathematiker zu erteilen. Das freie Handzeichnen 
in den genannten Klassen ist als wahlfi^eies Fach beizubehalten. 

4) Das propädeutische Linear zeichnen in Tertia und Unter- 
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Sekunda der Realanstalten soll dadurch keine Beeinträchtigung 
erfahren und ist, besonders in Untersekunda, wenn möglich in 
die Hand des Mathematikers zu legen. 

5) Für die EinzelgestaJtung der Lehrpläne in der darstellen- 
den Geometrie sind die in den „Unterrichts blättern" (Jahrg. VI, 
Nr. 6, igoo) veröffentlichten Berichte und Gutachten als wert- 
volles Material zu benutzen.') 

Was die Literatur über die darstellende Geometrie 
betrifft^), so nenne ich außer den bekannten deutschen wissen- 
schaftlichen Werken von Chr. Wienkr, K. Rohn und E. Pappfrij'?, 
und W, FiF.Di.KR (vgl. auch die Anm. p. 14) folgende elemen- 
taren Lehrbücher: 

J. Vokiil':ri.ixn-, Darstellende Geometrie für Bauhand- 
werker, 2 Teile, Stuttgart, I, 1904 (2. Aufl.), IL 1894^); 
W. H. Behse, Die darstellende Geometrie für Real-, 
Gewerbe- und Werkmeisterschulen, 2 Teile, I-eipzig 
1895-97; 

l) Vgl. Untenichtsb lütter, Jahrgang VI (1900) Nr. d p. 102—108 (Berichte 
der Herren F. Pietzker und J. Schröder) und die der Nmnmer beigegebenen Gut- 
acliten der Herren J. E. Böttcher, E. Gerj.and, C. Hildbbbanut, G. Holkmüller, 
C, H. MÜLLER, J. Schröder, R. Schwann und der Oberrealscliule za Halle a.. S. 
— Ferner Unterrichtsblatter, Jahrgang YII (1901) Nr. 4 {Bericht über die Veisamm- 
lung in Gießen), 

z) Von Abhandlungen nenne Ich die in Be/.iehung zu den neuen Lehr- 
plänen erschienenen Schulprogramme : 

Fr. Blbncke (jetzt Realschuldirektor in Hamm i. W.), Die Verbindung des 
Linearzeichnens mit dem stereometrischen Unterrichte auf 
Untersekunda, Essen 190 1 ; 
O. Meissner, Über das Linearaeichnen in Verbindung mit dem mathe- 
matischen Unterricht in der Untersekunda, Pfflau 1901 (gedruckt 
in Königsberg i. Fr.); 
F. Kronke, Das Liuearzeichnen in der Realschule, Graudenz 1901; 
M, Richter, Das geometrische Zeichnen in der Realschule, Leipzig 
1901 (letzterer führt p. 3 — 4 und p. 13 eine große Zahl älterer hiec zu 
nennendet Programme und ähnlicher Schriften an); 
E. Arndt, Einführung in die Stereometrie als Pensum des ersten 
Vierteljahres der l. Klasse, Berlin 1904 (IV. Realschule). 
Eine übersichtliche Besprechung der ganzen Entwicklung pbl; 
K. Weise, Zur gegenwärtigen Lage des Unterrichts in der zeichnen, 
den Stereometrie, Gera 1904. 
3) Von demselben Verfasser ist auch das umfangreiche Werk erschienen: 
Lehrbuch des Projektionszeichnens, Teil I— IV, nach dem System Kleycr 
bearbeitet, Stuttgart 1889 — 50. 
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J. ScHi.oTKLF., Lehrbuch der darstellenden Geometrie, 
4 Teile, Dresden 1893 — -95, 
deren Verfasser sämtlich Lehrer an technischen Fachschulen 
sind, und daneben: 

Chr. Beyel, Darstellende Geometrie, Mit einer Samm- 
lung von 1800 Dispositionen zu Aufgaben aus der 
darstellenden Geometrie, Leipzig igoi; 
M. Bernhard, D|arstellende Geometrie mit Einschluß 
der Schattenkonstruktionen, als Leitfaden für 
den Unterricht an technischen Lehranstalten, Oberreal- 
schulen und Realgymnasien, sowie zum Selbststudium, 
Stuttgart rgoi; 
C, H. Müller und 0. Presler, Leitfaden der Projektions- 
lehre, ein Übungsbuch der konstruierenden Ste- 
reometrie, Leipzig 1903; 
W. Gercüex, Grundzüge der darstellenden Geometrie 
für die oberen Klassen höherer Lehranstalten, 
Leipzig 1903. 
Von diesen Büchern werde ich später im einzelnen noch näher 
zu sprechen haben, hier jedoch will ich noch die kleine Schrift 
von Chr. Beyel erwähnen, „Über den Unterricht in der dar- 
stellenden Geometrie" (Leipzig 1899; separat erschienener 
Abdruck aus der Zeitschrift für mathematischen und natur- 
wissenschaftlichen Unterricht), die mit pädagogischem Geschick 
zusammengestellte, sehr beachtenswerte Anregungen enthält. 
Die drei letztgenannten Werke enthalten besonders klare und 
schön gezeichnete Figuren. Während jedoch [die Bücher von 
Beknhar]) und Gkrckkx^) nur die theoretischen Teile der dar- 

1) VgL auch den Aufsati von W. Gkkcken, Die darstellende Geometrie 
auf dem Realgymnasinm nach den neuen Lehrplänen, Monatsschrift für 
höhere Schulen Von Köpke und Matthias, Berlin 1902, woselbst der Verfasser 
dem Standpunkte seines Buches entsprechend für die Übernahme gewisser Teile der 
darstellenden Geometrie in die Mathematikstunden eintritt. 

Ferner behandelt die darstellende Geometrie (und die syntlietische Geometrie 
der Kegelschnitte) das Unterrichtswerk; 

H. MÜLLER und A.Hupe, Die Mathematik auf den Gymnasien und Kcal- 
schnlen, Ausgabe B, 11, Abt. 2, Leipzig 1902. 
(Bei der Gelegenheit sei, was überhaupt neuere mathematische Schulbücher beirllR, 
atich auf die anderen Teile des Lehrbuches von H. MiTj.t.EK -Charlotlenburg hin- 
gewiesen, femer auf 
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stellenden Geometrie behandeln, werden in dem von Müller 
und Preslkr gerade die Anwendungen in vielseitigster Weise 
herangezogen und in den besonders beachtenswerten ausführ- 
lichen Anmerkungen viele historische Notizen und Literatur- 
nachweise hinzugefügt,') 

Gewiß wird es ja auch eine Aufgabe der darstellenden 
Geometrie sein, auf Grund wissenschaftlicher Regeln anschau- 
liche Bilder von Gegenständen zu entwerfen, wie sie sich aus 
allen denkbaren Gebieten des tms umgebenden Lebens dar- 
bieten. Mit Recht haben daher Müllkr und Preslkk auch solche 
Beispiele in größerer Zahl in ihr Lehrbuch aufgenommen, z. B. 
im § IG, der zahlreiche Anwendungen aus der Botanik, Zoologie, 
Physik und Chemie bringt (Darstellung von Pflanz enge weben, 
physikalischen Apparaten usw,). Solche Aufgaben sind zweifel- 
los auch für den Unterricht an den höheren Schulen überaus 
nützlich wegen der durch sie erreichten Verknüpfung der ver- 
schiedenen mathematisch - naturwissenschaftlichen Fächer, Wir 
wollen jedoch hier nur solche Anwendungen der darstellenden 
Geometrie besprechen, welche in derartig innigem logischen 
Zusammenhange mit den betreffenden Gebieten stehen, daß sie 
von deren Eigenart und Inhalt vollen Gebrauch machen. Das 
Studium dieser Gebiete selbst an den Figuren soll 
gerade die Anwendung darstellen, 

Sie sehen hier zunächst die Überschriften der einzelnen 
Gebiete zusammengestellt, deren Beziehungen zur darstellenden 
Geometrie den Inhalt meiner Vorträge bilden sollen : 

H. Mi-LLER und M. KUTNEWSKV, Sammlung von Aufgaben ans der Arilh- 
nietik, Trigonometrie und Stereometrie, a Teile, i^eipzig igon — ■ 
1904 und 
J[. Schuster, Geometrische Aufgaben und Lehrbuch der Geometrie, 
3 Teile, Leipzig 1901 — 1903 und Stereometrische Aufgaben mit be- 
sonderer Berücksichtigung der Methoden der darstellenden 
Geometrie, Leipzig 1901), 
l) Besonderer Beachtung sei auch der ausführliche Prospekt zu dem genannten 
Buche Ton Müller und Presler empfohlen, der von B. G. Teubner-Leipzig unent- 
geltlich zu beziehen ist, — Es ist interessant, die Vorträge der Herren C. H. Mi'LLJ^k- 
Frankfurt („Die Einführung stereometrischer Konstruktionen in den 
Gymnasialunterricht") und O. Presler - Hannover („Die Ausbildung der 
Mathematiker im Zeichnen") in dem „Bericht über die dritte Versammlung des 
Vereins 7,111 Förderung des Unterrichts in der Mathematik und den Naturwissen- 
schaften zu Wiesbaden" (Stettin 1894) zu lesen und ?.u vergleichen, was von den 
dort aufgestellten Forderungen bislang erreicht isl. 
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I. Stereometrie, projektive und analytische Geometrie. 
II. Theoretische Kinematik. 

III. Mechanik. 

IV. Mathematische Physik. 
V. Analysis und Algebra. 

VI. Geodäsie. 

Vn. Astronomie und mathematische Geographie. 
Vm. Kristallographie. 
IX. Architektur. 
X. Maschinenlehre. 
XI, IngenieuriBtssenschnften. 
XII. Physiologie und Psychologie. 
Xin. JTmmj;'. 
XIV. Photogrammetrie. 

Wie man sieht, behandeln die fünf ersten Gebiete in der Haupt- 
sache die Beziehungen der darstellenden Geometrie zu theo- 
retischen Fächern, während die übrigen den innigen Zusammen- 
hang mit unmittelbar realen Verhältnissen in Wissenschaft und 
Leben darlegen sollen. Wir finden hier aufs schönste den 
Grundsatz zur Geltung kommen, daß im Unterricht nach 
Möglichkeit die einzelnen Disziplinen miteinander in 
beständige Beziehung gesetzt werden sollen.') Im übri- 
gen möchte ich in dem Sinne über die einzelnen Anwendungen 
berichten, daß Sie erkennen, wie sie in der Tat sämtlich in 
geeigneter Weise auch beim Unterricht in den höheren Schulen 
gute Verwendung finden können. Wenn ich gleichwohl nicht 
in einer Form Ihnen vortrage, wie letzteres unmittelbar durch- 
zuführen ist, diese Umarbeitung für den Schulunterricht viel- 
mehr Ihnen selbst überlassen möchte, so werden Sie gewiß 
dies aus vielerlei Gründen billigen. Denn bei allem Bestreben, 
möglichst einfach Ihnen vorzutragen, zumal ich ja speziellere 
Kenntnisse in den einzelnen Gebieten nicht voraussetzen kann, 
möchte ich nicht unterlassen, doch mannigfache Ausblicke auf 
höhere mathematische Fragen hinzuzufügen, die als Fort- 
setzung des Besprochenen sich darbieten, um Sie zu weiter- 

l) Ich erwähne bei dieser Gelegenheit: F. Cauer (Düsseldorf), Palaestra 
vitae, eine neue Aufgabe des altklnssischen Unterrichts (Berlin 1902), 
wo in analoger "Weise die Beziehnng des idtsprachliehen Unterrichts lu den exakten 
Fächern herüustellen empfohlen wird (vgl. p. 27 des I, Teiles unseres Sammelbandes). 
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gehenden, mehr wissenschaftlichen Studien anzuregen. Denn 
dann erst wird der Lehrer mit Frische und Lebendig- 
keit zu unterrichten vermögen, wenn er aus dem Vollen 
schöpft, wenn er sich selbst bewußt ist, noch ein gutes 
Stück mehr zu wissen, als er dem Schüler mitteilt, 
wenn er womöglich selbst durch eigene wissenschaft- 
liche Forschung an der Weiterführung der betreffen- 
den Gebiete mitgearbeitet hat, obwohl er dann viel- 
leicht gerade das Beste seines Wissens seinen Schülern 
vorenthalten muß. Es ist bekannt, daß gerade die bedeutend- 
sten Meister ihres Faches auch die besten populären Vorträge 
gehalten haben. 

Natürlich werde ich wegen der Kürze der uns zur Ver- 
fügung stehenden Zeit von all den genannten Gebieten nicht 
im einzelnen ausführlich sprechen können. Ich möchte jedoch 
bei dem ersten und dem letzten Abschnitt wegen ihrer be- 
sonderen Eigenart länger verweilen, die übrigen aber ins- 
besondere durch Behandlung bestimmter Beispiele, wobei der 
Projektionsapparat uns vortreffliche Dienste leisten wird, soweit 
durchsprechen, daß Sie klar erkennen, um was es sich handelt; 
außerdem werde ich stets, wo es möglich ist, ausführlich auf 
die Literatur verweisen. 

I. Stereometrie, projektive und analytische Geometrie. 

Wir wenden uns nun sogleich zu der Verknüpfung der dar- 
stellenden Geometrie mit den anderen geometrischen Diszi- 
plinen. 

Die Beziehung zur Stereometrie ist ja bekannt, kann 
man doch die elementaren Teile der darstellenden Geometrie 
geradezu als konstruierende Stereometrie bezeichnen. Viele 
der schon oben genannten Veröffentlichungen (vgl. p. 8) aus 
Ihrem Kreise weisen auf diesen innigen Zusammenhang hin. 
Es sei hier aus früherer Zeit noch das vielbenutzte Buch er- 
wähnt: G. HoLzMüi.LER, Einführung in das stereometrische 
Zeichnen, mit Berücksichtigung der Kristallographie 
und Kartographie (T.eipzig 1886), das zwar keine darstellende 
Geometrie im gebräuchlichen Sinne, sondern nur eine An- 
leitung zum schnellen Zeichnen korrekter Figuren für die Schule 
geben will und als eine gute erste Einführung neben den oben 
genannten Werken über die darstellende Geometrie immer noch 
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Beachtung verdient.') Als spezielles Beispiel möchte ich die 
Figur des Dodekaeders mit den fünf einbeschriebenen Würfeln 
Ihnen projizieren (Fig*. i), besonders um Sie bei dieser Gelegen- 
heit auf das hier ausgestellte Stereoskopbild unserer Sammlung 
zum Vergleiche aufmerk- 
sam zu machen, das die 
in der ebenen Figur allein 
nicht sehr übersichtlichen 
Verhältnisse in ganz über- 
raschend schöner Weise 
zur Anschauung bringt 
und damit zeigt, wie auch 
das Stereoskop zur Ver- 
anschaulichung geometri- 
sch er Verhältnisse oftrecht 
nützlich ist. 

Auch die Verknüp- 
fung von projektiver') 
und darstellenderGeo- 
metrie ist in allen wissen- 
schaftlichen Lehrbüchern mehr oder minder ausführlich aus- 
einandergesetzt; nennt sich doch z. B. das schon angeführte 
Werk von W. Fiedler geradezu „Darstellende Geometrie in 
organischer Verbindung mit der Geometrie der Lage". 
Auch in meinen eigenen Vorlesungen sind darstellende und 
projektive Geometrie immer vereint zur Geltung gekommen^) 
(Aufgaben über Doppelverhältnisse, projektive Erzeugung der 




1) Vgl. auch von demselben Vcifiisser das umfiis sende Werk: Elemente dev 
Stereometrie, Bd, I— IV, Leipzig 19OO— 1902, sowie: 

M. Brückner, Vielecke und Vielflache; Theorie und Geschichte, 
Leipzig 1900. 

2) Von Lehrhüchern speziell der projektiven Geometrie nenne ich besonders; 
Xh. K.KYE, Die Geometrie der Lage, J.Auflage, Leipzig 1886 — 1892; 

F. Enriques, Vorlesungen über projektive Geometrie, deutsche Ausgabe 
von Dr. H. Fletscher, Leipzig 1903. 

3) Vgl. die Inhaltsangabe meiner Vorlesungen in dem früheren Sammelbande 
von F. Klein und E. Riecke, 1. c. p. 50 — 52. — Die Einführung der zeichnenden 
projektiven Geometrie in den Schnlunterricht behandelt: 

ü. Lesser, Der Kegelschnitt als kollineare Kurve des Kreises unter 
besonderer Berücksichtigung der harmonischen Verw;iud tschaft, 
Progianim, Frankfurt a. JI. 19O3. 
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Kegelschnitte, Polarentheorie, Involutionen, Kegel Schnittbüschel 
u. dgl. m. wurden in den sich anschließenden Übungen be- 
handelt). 

Anders steht es mit der analytischen Geometrie, deren 
Verknüpfung mit der darstellenden Geometrie bisher noch nicht 
so weit durchgeführt zu sein scheint, wie ich es wünschen 
möchte. Ks liegt dies wohl daran, daß die Vertretung der 
analytischen und der darstellenden Geometrie an den Tech- 
nischen Hochschulen, wo seit der Lehrtätigkeit von Monge 
(j 1818) an der Polytechnischen Schule zu Paris') vor allem 
die letztere Wissenschaft bis vor wenigen Jahren fast ausschließ- 
lich gepflegt wurde, in verschiedenen Händen liegt. Kur so 
ist es auch erklärlich, daß ein Studierender vom einschaligen 
Hyperboloid in der Vorlesung über darstellende Geometrie und 
von der Regelfläche 2. Grades in der Vorlesung über ana- 
lytische Geometrie hörte, ohne zu der Erkenntnis zu kommen, 
daß es sich beide Male um dasselbe Objekt handelte. Es 
dürfte sich daher empfehlen, in den Vorlesungen über dar- 
stellende Geometrie wenige Stunden ihrer Beziehung zur ana- 
lytischen Geometrie zu widmen, wie ich selbst in meinen Vor- 
lesungen und Übungen es mit Erfolg erprobt habe im Anschluß 
an folgende Zusammenstellung von Aufgaben der ana- 
lytischen Geometrie des Raumes und der Kegelschnitts- 
lehre, von denen ich dann gleich noch näher sprechen möchte: 

Aufg. I. Gegeben: Die rechtwinkligen Koordinaten x, y, z 
eines Punktes P. Gesucht: Der Radiusvektor r und dessen 
Richtungskosinus cos«, cos/5, cos;-. 

Beispiel: jt = o,43, y^o,^2, 3 = 0,38. 

Aufg. 2. Gegeben: Der Radiusvektor r eines Punktes P 
und seine Richtungskosinus cos«, cos^, sowie das Vorzeichen 

l) Gaspard MrNGE s Vortrage sind luth das erste iusimmenfis sende wisaeii- 
schaftliche Lehrbuch über unsem Gegenstand sie wurden zum ersten Male im 
Jahre 1795 ■oi.'Ja emer stenographischen Anfeen-hnung in dem Journal des Ecoles 
normales Bd. I — IV gedrucltt % eroflenllicht unter dem Titel Le9on= de g4om4trie 
descriptive dem I7q9 dje ernste Herausgabe in Buchform folsfte In Ostwalds 
Klassikem Nr 117 (Leipzig 1900) ist dies A\ erk m deutscher Übersetzung von. 
Hm. R. HADS'•^ER herausgegeben worden Von nachfolgenden franiosisthen Werken 
über darstellende Geometrie nenne ich C F A Leroi (deutsch lon L F Kauff- 
MANN, Stuttgart '1883, 3. Anfl.), Th. Olivier, J. de la Gournerie und A. Mannheim 
(vgl. die vortreffliche historische Einleitung in Chr. Wikhkr, Lehrbuch der da.r- 
stellenden Geometrie, Bd. I, Leipzig 1884, p. 31 ff.). 
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von cosy. Gesucht: Die rechtwinkligen Koordinaten x, y, z 
des Punktes P. 

Beispiel; ?- = o, 8i6, 
cosR = o, 760, cos/i = 0,335, COS)' = +1/1 — cos'« -- cos'/j. 

Aufg. 3. Gegeben: Der Radiusvektor r eines Punktes P 
und die (positiven oder negativen) Verhältniszahlen der Richtungs- 
kosinus (cos K : cos ^ : cos y'.\=a:b:c: +ya^ + i>' + c")- Ge- 
sucht: Die rechtwinkligen Koordinaten x, y, z des Punktes P. 

Beispiel: r = 0,587, « = 7, 33, ö = 3, 51, (^ = — 6, 73. 

Aufg. 4. Die wahre Entfernung s zweier durch ihre Koor- 
dinaten gegebenen Punkte P^, P^ und die Richtungskosinus 
ihrer Verbindungslinie J', P.^ zu finden. 

Beispiel: :r, = 0,098, j, = 0,315, 2, = o, 522, 
x^ = 0,532, y^ = 0,487, E3 = 0,240. 

Aufg. 5. Die durch die Gleichung ;i:cos« +^'Cos(3 + scosj' =- / 
gegebene Ebene ^ darzustellen und ihre Achsenabschnitte zi,v,w 
zu finden, wenn /, cosß, cos^ durch bestimmte Zahlwerte und 
das Vorzeichen von cos y gegeben sind. 

Beispiel: / = o, 382, 

COSk = O, 70g, COS^ = '5. 5137 COS;- ^^ [-)/l — COs' ß — COS^^. 

Aufg. 6, Die durch die Gleichung ax + i>y -\- cz = d ge- 
gebene Ebene darzustellen, sowie die Achsenabschnitte u, v, w, 
die Länge l des vom Koordinatenanfangspunkte auf die Ebene 
gefällten Lotes und seine Richtungskosinus cos k, cos|5, cos;' 
zu finden, 

Beispiel; a ^ 67, 6, ^ = 83,9, c = 56, 6, </= 33. 7- 

Aufg. 7. Die durch die Gleichungen 

X =- X„ -|- iCOSK, 

y = y„ + scosß, 
z = s„ + j cos ;- 
gegebene Gerade g darzustellen und die Koordinaten x-, y^, z. 
{i= i, 2, 3) ihrer Schnittpunkte G,, G.^, G. mit den Koordi- 
natenebenen zu bestimmen. 
Beispiel: 

-i^., = o,53i, j|.„ = o,i78, 3^ = 0,236, 
cos« = 0,627, cos^ = 0,452, cosy = — "[/i — cos""« — cos^/i. 
Aufg. 8. Den Kosinus des Winkels ^ zu finden, den die posi- 
tiven Richtungen der beiden durch denselben Punkt P(Xo, _>„, Zo) 
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gehenden Geraden £■ und /; miteinander bilden, wenn letztere 
durch die Gleichungen: 

X = X^ + ^COSß,, X =- Xa -\- /COSKo, 
J = l'o 4- -i" cos (J, , jy = JF„ -j- / cos /i, , 
S = Sn + -f cos ;<, , 3 = 3„ -]- /" COS y^ 

gegeben sind. 

Beispiel: x„ = o, 778, 

:. = 0,530, 

cos^, = 0,613, cos^, = 0,465, 

cos )•, = -j-"|/i — cos^a^ — cos'^, , cosy^ = -[-")/ ' — cos'ß^ — cos^(5;. 
Aufg. 9. Zwei Ebenen § und S sind durch die Gleichungen: 
a^x + i^iji' + t,s = i/i und ,7s;r + d^y + c^s =- i/; 
gegeben. Man soll die Richtungskosinus cos«, cosp^, cosy 
ihrer Schnittgeraden und deren Spurpunkte G^, G.„ G^ bestimmen. 
Beispiel: 
(/, =0,211, ^j = o,2i8, i^i = o,375, (^, = 0,165, 

"ä = 0,366, (5^ = — o, 570, Cj o, 138, 1/.^ == 0,083. 

Aufg. 10. Zwei Ebenen § und ® sind dtirch die Gleichungen: 
a^x + b^y 4- (^i^ = d, und ^j^t + ^^jy + c,s = i/j 
gegeben. Man soll den Kosinus des spitzen Winkels %■ der 
beiden Ebenen bestimmen. 
Beispiel: 
(?, = 0,300, 1^1 = 0,268, (,■, = 0,402, i;^, = o, 240, 

«, = 0,267, (5, = — 0,302, t., = — 0,276, rtfj = — 0,115. 
Aufg. II. Den Schnittpunkt P der drei Ebenen §, 3, |^ 
«,« + i^ij)' + t:,s = t/,, 
(ij^ + ^jjv + c-^z = (/j, 
a^;»; + b^ + CgE = d^ 
zu finden. 

Beispiel: 20:^+21^ + 493= 17, 

ibx -v (igy + 632 - 46. 

1 5 jc — 40^ — 1 8 s = — S . 
Aufg, 12. Gegeben: Zwei Geraden ^, A durcli die Glei- 
chungen in Parameterdarst eilung mit den Anfangspunkten 

-^'■(-fi- >'i. Si) lind /-'; (:r,, , ^j , Sj) 
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Anwendungen der darstellenden Geometrie. \ -j 

X = X^ -'r S COS ß, , y = y^ -{- s C03 ß,, Z = '^, -\- S COS y, , 

X = x,-{- l COS u,, y = y^ + / cos ß^, z = z^ + i cos y^ . 
Gesucht sei; 
i) der kürzeste Abstand l = ST der Geraden, 

2) die Richtiingskosinus cos«, cosji, cosj- von ST, 

3) die Parameter s.> = J\ S imd f^=^ P,T der Fußpunkte S, T, 

4) die Koordinaten [x^, y^, aj und {x^, y^, z) der Fiißpunkte S, T. 

Beispiel: 
cosß, = o, 878, cos|5, = o, 136, cos y, = -|-]/i — cos'k, — cos^/5, , 
cosii^ = 0,681, cos^j = o, 585, cos J-; = — "[/l — COS'tij — cos'fj^. 
X:,= 2,oiq, jv, = o, 224, 3^ = 0,517, 
x^ = 1,277, y^ = 0,212, 3, =- 0,725. 
Aufg. 13. Das Volumen Keines Tetraeders mit der Spitze 
im Koordinaten anfangs punkte zu bestimmen, wenn die Koordi- 
naten der Basispunkte P^, P,, P^ gegeben sind. 
Beispiel; 

x^ = 0,371, ^, = 0,239, -^3 = — ". i.i4> 
>'i = 0-3o2, _)'j = o,o62, _yj = o,548, 
K, -0,140, :;, = 0,463, 3^ = 0,377. 

Aufg, 14. Gegeben; Zwei konjugierte Durchmesser 2 u 
und 2 f' einer Ellipse und der Kosinus des von ihnen ein- 
geschlossenen Winkels if. Gesucht: Die Achsen za und zl> 
und der Kosinus des Neigungswinkels a der Achse 2 a gegen 
den Durchmesser 2 it (Ausziehen der Ellipse selbst). 

Beispiel; u = 0,392, w = 0,453, cs^ = 0,477. 

Aufg. 15. Von einem Punkte P^ix^, y^ an eine durch ihre 
Achsen 2 a und 2 b gegebene Ellipse (bez. Hyperbel) die Tan- 
genten zu legen, ihre Richtungskosinus und die Koordinaten 
ihrer Berührungspunkte P^x^, y^, Piix.^, y^ zu bestimmen. 

Beispiel: 

für die Ellipse: cf = o,543, .r„=o,i6o, 

^ = o, 451, J'i. = 0.6761 

für die Hyperbel; // = 0,204, ^(, = 0,047, 

^ = 0,150, 7„ = 0,253. 

Bei der graphischen Lösung der Aufgaben wurde die ge- 
wöhnliche Methode der drei Tafeln angewandt; die Grundriß-, 
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Aufriß- und Seitenriß ebene wurden bez. als xy-, xz- und 
j.'i-Ebene gewählt (Fig. 2). Längs der j|j-Achse denken wir die 
räumliche Figur aufgetrennt und die drei Koordinatenebenen 
in die Zeichenebene ausge- 
breitet, sodaß die jv-Achse 
dann doppelt auftritt. Wir 
wollen die nach der Um- 
klappung zur j;-Achse nor- 
male als die erste, die zur 
s- Achse normale als die 
zweiteLage derj^'-Achse 
bezeichnen. 

Die Zahlenbeispiele sind 
sämtlich so gewählt, daß 
für die Zeichnung auf dem 
Reißbrett als Längeneinheit i dem zu nehmen sich empfiehlt; 
sind beliebige andere Beispiele in Zahlen gegeben, so wird man 
zunächst natürlich eine geeignete Einheit festsetzen müssen. 
Auch ist die Anwendung des Winkelmessers (Transporteurs) 
vermieden, da gute, der Benutzung des Lineals und des Zirkels 
an Genauigkeit gleichkommende Instrumente für den Schüler 
zu teuer sind. Die durch Konstruktion gefundenen Werte 
wurden mit den aus den zugehörigen analytischen Formeln be- 
rechneten allemal verglichen, wie dies auch in den folgenden 
verkleinerten Figuren 4— 7 geschehen ist. Um ferner verschie- 
dene gegebene oder gesuchte Strecken auf derselben Geraden 
kurz bezeichnen zu können, wie es immerfort beim Auszeichnen 
dieser Konstruktionen wünschenswert ist, schlage ich vor, die 
Endpunkte der einzelnen Strecke mit zwei entgegenlaufenden 
gleichen Haken zu versehen und neben den einen die Bezeich- 
nung der Strecke zu schreiben. So bedeuten in der Figur 3 
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a, b, s, t bez. die Strecken MX, O P, AB und AC. Die End- 
punkte gemessener Strecken werden stets durch Nullenkreise 
ausgezeichnet. 

Damit Sie von der Art dieser Aufgaben eine noch bessere 
Vorstellung erhalten, möchte ich die grundlegenden Aufgaben 
der obigen Zusammenstellung, die sich auf die Konstruktionen 
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des Punktes, der Kbene und der Geraden beziehen, hier an 
der Tafel vor Ihnen durchführen, 

Aufgabe i. Wir tragen (Fig. 4) vom Koordinatenanfangs- 
pmikt aus auf der j;-Achse die gegebene .1- Koordinate des 
Punktes 7' gleich (>F.^- ab, von P,- aus parallel zur ersten 
j)- Achse die gegebene j-Koordinate gleich /^-/'' und von dem- 






Konstruier 


Liorcchntl: 


'- = 


0-657 


o,ü57 


0„S£,= 


0,655 


o.ösi; 


co.^ = 


ü,48f. 


0,4^7 


cos 7 = 


0.57S 


0,578 



selben Punkte aus parallel zur :>Achse die ^-Koordinate gleich 
y,/'". Die Uralegung OJ''P„ des bei /■'' rechtwinkligen Drei- 
ecks OJ''P um OP' in die Zeichenebene ist durch P'P,.= .: 
bestimmt. OP.. ist dann die wahre Länge des Radiusvektors r. 
Bezeichnet man femer den Endpunkt der auf dem Vektor von 
() aus abgetragenen Einheitsstrecke als „Einheitspunkt" £, 
so gilt der Satz: Die Koordinaten des Einheitspunktes 
sind die Richtungskosinus des Radiusvektors. Wir 
tragen daher auf 02^., von O aus die Einheit gleich ()£., ab: 
das Lot von £^ auf OP' liefert £', das Lot \-on /•' auf die 
A-Achse Pljf. Die so erhaltenen Strecken 0£,, £.,£', £'■£„, 
mit den richtigen Vorzeichen versehen und mit der Einheits- 
strecke gemessen, geben dann die gesuchten Richtungskosinus- 
COSK, cos^, cosj-. 
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Zusatz, Was die Umkehrung der Aufgabe i betrifft, 
so ist daran zu erinnern, daß die Richtung-skosinus an die Be- 
dingung 

COS" a -\- COS' ß -f COS" y = 1 

geknüpft sind. Dementsprechend kann auljer dem Rfidiiis- 
velitor r etwa cosß, cos;3 und das Vorzeichen von cosj- (Aufg. 2) 
oder r und die durch drei mit Vorzeichen versehene Strecken 
'/, />, c gegebenen Verhältnisse cosk : cos^ : cos ^ vorgegeben 
sein (Aufg. 3). Die Konstruktion dieser Aufgaben \-erläi.ift 
übrigens ganz analog wie die der Aufgabe 1. 






Konsliuiert: 


Berechnet : 


» = 


0,538 


0,539 


'— 


o.74> 


0,745 


..= 


0.7 MM 


0,789 



Aufgabe 5. Wir konstruieren (Fig. 5) OE_^ = coscc, K,-]-.' 
= cosf{, bestimmen E,, durch E'E„XOE' und OE=i und ziehen 
eIe^' = Ji'Eo parallel zur ^-Achse. OE', OB" sind dann der 
Richtung nach die Projektionen des Lotes vom Koordinaten- 
anfangspunkt auf die Ebene. Die von O auf Oi'„ abgetragene 
Länge / des Lotes liefert im Endpunkt /;, den umgelegten Fuß- 
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puiikt, aus dem unmittelbar seine Projektionen F' und /'" sich 
ergeben. Alsdann ist die Hilfsaufgabe auszuführen: In dem 
Endpunkt (F' , J-"") einer vom Koordinatenaufangspunkt aus- 
gehenden Strecke auf dieser die senkrechte Ebene zu errichten. 
In der Figur 5 sind //, und h,^ die Spuren dieser Ebene und 
Oll^^u, OH,.^'-,', 0If^ — 7v die gesuchten Achsenabschnitte, 
Aufgabe 6. ilan trage (Fig. 6) von aus auf der ;r-Achse 
{)C,^^,i, von djc parallel zur ersten r-Achse G^G'^b, von 




h 





K™,ln,ierl 


Berechne: 


«_ 


0,500 


0,499 


r_ 


0.401 


0,402 


"- 


oö<l4 


0,505 


.■-.-li - 


0,55'' 
0,601 




™. ■■ _ 


o,4f>f, 


0,4«; 



G' zu 0(r' senkrecht G'G^^c und endlich auf OG^ die Ein- 
heitsstrecke (JF„ ab. Von diesem umgelegten Einheitspunkt E„ 
ausgehend, findet man die erste und die zweite Projektion, E' 
und K"; ÜE' und OK" sind wieder die Richtungen des Lotes 
vom Koordinatenanfangspunkt auf die Ebene und OE,,, E^E' . 
E'E„ seine gesuchten Richtungskosinus cos«, cos/J, cosj'. Der 
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durch die Formel 



bestimmte Achsenabschiiitt // = OH^ der A--Achse ergibt sich 
dann also als vierte Proportionale zu der in der Figur auf der 
X-Achse abgetragenen Einheitsstrecke OM und den auf der 
B-Achse abgetragenen Strecken ON = a, OL = d, indem man 



- '.+', 


ÜSß, .>^=.r„ + 


-,',.+', 


»■f. =.-=„ + 


y.= 


-.". + ',"»C. 






Konstnüerl: 


Bc-rf,-hnM: 


,= 


0,766 


0.764 


.- 


0.346 


0,346 


.-= 


0,334 


0,284 


^ = 


0,486 


o,4«6 


J' = 


— 0,205 


- 0,205 


^J- 


'J.?!^ 


0,773 



L/l^- NM zieht. Die beiden Spuren h,---- 11,11, und h.^Hxll. 
^ind die Lote von H^ auf OE' und OK". Ölt, OH,, JjH-^ geben 
wieder die gesuchten Abschnitte u, v, 7V. 

Zusatz. Analog wie u ließen sich auch die Achsen- 
abschnitte V und w direkt bestimmen, was die Konstruktion 
vereinfacht, wenn nur diese Stücke gesucht sind, 

Aufgabe 7. Grund- und Aufriß des Anfangspunktes /' der 
Geraden mit den Koordinaten x„, y^, Za (Fig. 7) werden wie in 
Aufg. 1 konstruiert; aus ihnen ergibt sich der Seitenriß /'"'. 
Dann bestimme man die erste Projektion E' des Einheitspunktes 
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aus den gegebenen Koordinaten cos« und cos,'!, darauf seine 
Umlegung £„, wobei £'„/i"_L OA' und 6'/i„=] ist; E' Ji^= /i^A" 
liefert die zweite Frojelftion E". OE' = {g"), OE" = (/') geben 
alsdann die Projektionen der als positi\- ausgezeichneten Richtung 
der Geraden, zu denen bez. durch }'' und /'" die Parallelen ge- 
zogen werden. Man konstruiere noch die erste und die zweite 




Spur l'i^ und G^ und auf der sich sofort ergebenden dritten 
Projektion g" der Geraden ihre dritte Spur G^. Die Koordinaten 
(.V,, jCi. o), (^,, o, ■:,^, (o, y^, ■..) dieser Spurpunkte sind direkt aus 
der Figur zu entnehmen. 

Was die übrigen Aufgaben angeht, so möchte ich mich 
damit begnügen, Sie auf die hier ausgelegten exakt ausg'e- 
führten Zeichnungen einiger meiner Schüler hinzuweisen. Doch 
möchte ich noch eine Reihe einzelner Bemerkungen anschließen. 
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3 4 J.y. Schilling: 

Wie wir bisher die Älethode des Grund- und Aufrisses be- 
vorzugt htiben, so lassen sich in gleicher Weise natürlich auch 
die orthogonale Axonometrie und die Kavalierperspek- 
tive bei solchen Aufgaben mit Vorteil verwenden. Ferner ist 
es klar, daß sich ebenso leicht eine große Reihe von Aufgaben 
der analytischen Geometrie der Ebene zusammenstellen 
läßt, die sich auf Punkte und Gerade beziehen und die ebensc 
wie die Beispiele aus der Kegelschnittslehre für den Schul- 
unterricht besonders in Betracht kommen. Andrerseits kann 




man natürlich auch aub den höheren Gebieten der auai_\- 
tischen Geometrie solche in gleicher Weise zu lösende Bei- 
spiele wählen. Ich erinnere an die Benutzung homogener 
Koordinaten, an die Linien- und Kugelgeometrieen. an 
die Theorie der Raumkurven und Flächen. Als Beispiele 
seien die folgenden Aufgaben erwähnt: 

i) Die Raumkurve dritter Ordnung ,\ = f, y = t, - = t' 
auf ihrem parabolischen Zylinder darzustellen (Fig. 8, Methode 
der orthogonalen Axonometrie, Annahme der VerkÜrzungs Ver- 
hältnisse / : «; : ?z = 9 : lü : 5 ; j : ■_- ]//" + in + //", - = cos i:\. 

2) Eine der durch die Gleichungen 
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(Fig-. I), Methode der Kavalier Perspektive), 

b) .,■;,.,_. 

gegebenen flächen durch Zeichnung ihrer Schnitte parallel zur 
.vi-Ebene und ihrer Durchdringungskurv-en mit den drei Koor- 
dinatenebenen darzustellen. 

3) Die durch die Gleichung 



gegebene Fläche durch Konstruktion ihrer Schnitte parallel zur 
.VL-Ebene darzustellen,') 

Hinsichtlich der didaktischen Vorteile, welche die Ein- 
führung solcher Aufgaben zur Verknüpfung der analytischen und 
der darstellenden Geometrie gewährt, gilt hier wie überall, daß 
die Beziehung verschiedener Disziplinen aufeinander zweifellos 
zur Übersichtlichkeit und Klarheit jeder einzelnen beiträgt. Es 
ist in diesem Sinne für den Schüler gewiß interessant, an sich 
selbst zu beobachten, wie zwischen den verschiedenen Teilen 
der Geometrie, die bisher gleichsam getrennte Kammern des 
Gehirns bewohnten, nun die trennende Wand eingerissen wird, 
und sich der dabei sich vollziehenden Tätigkeit des Verstandes 
bewußt zu werden. Hervorheben will ich weiter noch, wie inter- 
essante Aufgaben und Methoden in der darstellenden Geometrie 
durch ihre Verbindung mit der analytischen Geometrie ge- 
wonnen werden'), wie die Zeichenübungen der darstellenden 
Geometrie dann zugleich Übungsstunden für die analytische 
Geometrie sind, wie man vielleicht bei gegebenen Aufgabe:! 
dieser Art sich graphisch helfen kann, falls man etwa eine 
Logarithmentafel nicht zur Hand hat. 

Den wichtigsten Vorteil sehe ich indessen in der durch diese 
Aufgaben erreichten Kontrolle der Genauigkeit des Zeich- 

jj VkI. 1.. ÜARL, S:immluiij; J,-,- Axüusihcn aus di:.- li ;i li l- v l- 11 Hallu- 
jnatilt, technischen Mechanik und darstellenden Geumettit, wclclie 
hei der Vorprüfung an der Technischen Hochschule in München «e- 
stelll sind. Mimchen I901, p. 21 u. 23. — ^ Anch auf die Methode der kotierlen 
Projektionen {ygl. p. 60) zur Darstellung solcher Flachen sei Her hingewiesen. 

l) Das UmgekeliTte gilt natürlich, wenn man in der analytischen Geoiiictric 
gewisse Aufjiaben m lösen hucht, n-eiche die darstciieiidc Geometrie darbiclel. 
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nens. Es ist zweifellos wünschenswert, in der darstellenden 
■Geometrie Aufgaben zu besitzen, bei denen die Exaktheit der 
Zeichnung- sich durch gleichzeitige Rechnung kontrollieren läßt. 
Schon längst hat man ja eine Fehlertheorie für die graphischen 
Methoden, wie sie für die Rechnung die Methode der kleinsten 
Quadrate bildet, entbehrt, d. h. eine auf gewissen Hypothesen 
sich aufbauende Aufstellung bestimmter Theoreme, welche die 
<Tenauigkeit einer Zeichnung, die durch die Zeichnung er- 
reichte Annäherung an die Wirklichkeit, zu bestimmen gestattet. 
Seit 1888 ist die „Geometrographie" von M. E. Lkmoixk') 
entwickelt. Sie beruht in ihrem Wesen darauf, in bestimmter 
Weise abzuzählen, wie oft der Zirkel und das Lineal bei 
der Konstruktion benutzt werden; die dabei sich ergeben- 
den Ziffern sollen ein Maß für die Genauigkeit („coefficient 
d' exactitude") und die Einfachheit („coefficient de simplicite") 
der Zeichnung sein. Auch von Seiten der Gymnasiallehrer ist 
in den letzten Jahren viel über die Geometrographie geschrieben 
worden, oft mit großer Zustimmung.'') Doch liegt auf der Hand, 
daß es sich nur um eine oberflächliche Abzahlung handelt, 
welche der Ausführung der einzelnen Konstruktion, der ver- 
schiedenen Möglichkeit, die gegebenen Stücke zu wählen, gar 
nicht gerecht wird Ist es doch gewiß z. B. nicht einerlei, unter 

I Uli ^^i^^cl>e mr tli.. I inMiblnmUunj;: 

\1 L T CM i\E I -1 ^■LuniLlroKriplue ,111 l'avt des coiislriicliiins |;t..- 

mttriiiiic iBenihte der „A-^sociation fraiw;aise pout T avantement dfS 

sonnn'- ' iSgi) und dit /usimmcnfassende Darstellanf; in der SammlunK 

„•icitnli 1" Phvs mithcmitique No. 18 (Paris 1902, Verlag G. Naiid). 

1) R (iiMscHt ^Un^e^■ll.!ltsbl^tlc^ für llalhtmatik und Xalurwisstnschallfii, 

Jahrf.an,, \ HI, 190=, P 61— 64 ii B2— S3) außen mil Nachdruck den Wunsch, „dnfl 

man \nn dem kHren, ivohlducthduhten und wühle rpiübWn I.KMOiNFschtn Verfahren 

nicht abjjehe ' ifcl no(h u 1 

r r n^^^ Relnli-n Pinfiihhcil und (Jenauiglieil gcoiiittri ".hi i 

Kunslruklionen, Untern chlsbliiltei tiB«-. 1903, ]>. 35— 3»: 
H }i.iiihssiiui (reonielrograpbie, Zeitschrift für mathcmatisihtn und nalui- 
« issen'ichiflhi.ln.n Lntermht 1903, p. 32 — 35, sowie Vcrhandlnogen der 
47 VersimmUin,,' deutscher Philologen und Schulmänner in Halle a. S. 
(,lcip/j„' 1904 I ISSff) ond Geometrographische Fünf- und Zehn- 
eckskonstruktionen Untern ehtsblätter Tür üathenialik und Natunrissen- 
sih-iftcu Jihr^inp X I1JO4 p 56^50- 

K Mfhmk). B-nniVun^en /ui GeümeIrof;ra])hic von M. [■:, l.K.vrniNr, 
jdireiibtrnhl dtr Deutsihei Mathemalil;ei--Vcr(.'ini<;uii^', lld. Xl[, I.Hp/.iR 
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welchem Winkel zwei gerade Linien sich schneiden, oder wie 
niihe zwei zu verbindende Punkte liegen.') Bei der Georaetro- 
^raphie von Lkatoink kann es sich also um eine exakte Fehler- 
theorie nicht handeln. Ansätze zu einer f.olchen gibt z. B. 
F. Ki.KiN in seiner Vorlesung „Anwendung der Differential- 
und Integralrechnung auf die Geometrie, eine Revision 
der Prinzipien" S.S. igoi (Leipzig i(i02, Autogr., p. 358 ff.).") 
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Autg-aben durchgeführte Methode, die 
graphisch bestimmten Werte mit den berechneten zu ver- 
gleichen, will naturgemäß auch nicht den Anspruch erheben, die 
gewünschte Fehlertheorie zu sein, aber darin möchte ich ihren 
nicht zu unterschätzenden Vorteil erblicken, daß sie 
jedem Schüler ermöglicht, sich ein klares Urteil zu 
bilden, wie genau er seiner Individualität und seinem 
Zeichenmaterial entsprechend zu zeichnen vermag. Ich 
will erwähnen, daß bei den Ihnen vorliegenden Zeichnungen 
meiner Schüler die Abweichungen der konstruierten Werte von 
den berechneten meist nicht mehr als 0,2 mm in dem Maß^^tab 
der Zeichnung betrugen. 

Eine mehr äußerliche Verknüpfung der analytischen und 
der darstellenden Geometrie würde bei solchen Aufgaben statt- 
haben, bei denen es sich darum handelt, anschauliche und 
dabei doch exakte Figuren für die Lehrsätze der analytischen 
Geometrie zu gewinnen. So enthält z. B. besonders schön ge- 
zeichnete Figuren das „Lehrbuch der analytischen Geo- 
metrie" von F. ScHUK, das überhaupt wohl für Studierende 
die beste elementare Einführung in die analytische Geometrie 
in deutscher Sprache sein dürfte.') Es kann jedoch nicht stark 
genug getadelt werden, daß in den geometrischen Lehrbüchern 
noch immer völlig falsch gezeichnete Figuren sich finden. Ich 
verweise z. B. auf die falsche Figur 53 des zweiten Bandes von 
dem viel verbreiteten Werk O. F~ort und O. Schi.ömilch, Lehr- 
buch der analytischen Geometrie (6. Aufl., Leipzig iS\,h. 
p. 233). Ein erfreulicher Fortschritt in der Zeichnung der Figtiren 
macht sich allerdings in den letzten Jahren vielfach bemerkbiir: 
man vergleiche z. B. die ö. Auflage des „Leitfadens der 
Elementarmathematik" von H. Lfehkk und F. vox LiHM\x,N. 
III. Teil (Berlin 1892), in der die Ellipsen einfach durch zwei 
sich schneidende Kreisbogen dargestellt sind'), mit der 11., von 

F SiRj.Hr()\\, ^\ inkel iinil Slreckciifccn-iiiifcl.cit un.l ihr Ycrhriltiiii. 
Di-seitUioii, Ro'itoi.L li)03 

1) Daneben sei Tut ditsen Zwei-k (la-. franzosi-Lhe Bui,h i,inmnt: i'. I.imoi ci 
J ( BnioiEi le^ans de ^'LOmfltie nnalyUque, Paris, 17 \ull igor. 

2) Fme solche schematiiche Zeichnung ist diirth keinerlei Gründe y.a reilil- 
lirtif,cn Fbenso konnte man die Hyperbel in ihrem gm/en \ etlmfe durch zuei 
Segeneimnder kon\<xe Krtisbogen darstellen wollen uder em \ crbnm der dritten 
Konjin-ilion iinstneilen mch der znnlen ibnndrin Hisen wtil \ev Srhülpr i'ii 
dritte noch nicht gelcint hat 
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Herrn C. Miskuixk besorgten Auflage (Berlin 1903). Indes ent- 
hält auch diese neue Auflage noch manche fehlerhafte Figuren, 
■/.. B. gilt dies für die Fig. 5; — 59 (p, risff.) und Fig. 34^30 
(p. i;9ff.). Und dabei hat der Verfasser selber unmittelbar vor 
den Fig. 57 — 5g die zu ihrer Zeichnung erforderlichen Regeln 
der darstellenden Geometrie auseinandergesetzt! 

Endlich mochte ich noch einmal auf die „Darstellende 
Geometrie" von Chk. Bkvel zurückkommen (vgl. p. q). Auch 
dort wird die analytische Geometrie herangezogen, nämlich, um 
durch Zahlenangaben (Koordinaten der Punkte und Ebenen) die 
gegebenen Stücke festzulegen. Die gewiß anzuerkennenden 
Vorteile, welche der Verftisser durch eine solche Verknüpfung 
der analytischen mit der darstellenden Geometrie erreicht, 
gipfeln darin, beim Schüler „eine gute Anordnung der Kon- 
struktion zu erreichen, welche innerhalb des bei der Zeichnung 
zur Verfügung gestellten Raumes bleibt, das sinnlose Kopieren 
dadurch zu vermeiden, daß verschiedenen Schülern verschiedene 
Daten überwiesen werden können". So erklärt sich auch die 
große Zahl von 1800 Aufgabendispositionen dieses Werkes. 



Zweite Vorlesung-. 

Der heutige Vortrag soll der Besprechung der in unserer 
gestrigen Zusammenstellung unter Nr. 11 — XIII aufgeführten 
Aiiwendungsge biete der darstellenden Geometrie gewidmet sein. 
Wenn ich auch besonders den Standpunkt der höheren Schulen 
hierbei im Auge behalte, möchte ich doch, wie ich schon er- 
wähnte, nicht unterlassen, höhere Ausblicke zu geben und sie 
durch Angabe der wissenschaftlichen T,iteratur zu stützen. Wir 
besprechen nun sogleich die 

II. Reine Kinematik oder geometrische Bewegungslehre. 

Es handelt sich hier nicht wie bei P-uklid um Unter- 
suchungen an starren Figuren, sondern zu dem Raum tritt die 
Zeit als Parameter hinzu. Die Figur ändert sich mit der Zeit, 
Bewegung, Leben kommt in sie hinein. Leicht gewinnt man 
djiher auch Beziehung zum Funktionsbegriff und weiter durch 
den Begriff der Geschwindigkeit zur Differentialrechnung. Das 
Fundament dieser Betrachtungen bildet die Theorie von 
der Znsammensetzung und der Zerlegung der einfach- 
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;0 ^'"> SchiNiiif;: 

sten Bewegungsformen in der Ebene und im Raum, der 
Translationen, Drehungen und Schraubungen.') 

Einige wenige einfachste Sät^c der Kinematik der Kbene 

möchte ich anführen, damit Ihnen deutlicher wird, was hier 

gemeint ist. 

yÄ (i) Die Bewegung eines in sich 

^.^ ^K \ starren ebenen Systems E ist be- 

,' ^v 'A stimmt durch die Bewegung einer 

c'. "" " ' ihm angehörenden Strecke ,[B. Denn 

"^'" '"■ ist A„B,. die Anfangs- und .^,B, die 

Endlage der Bewegung, so ist damit auch zu jedem beliebigen 

Punkt C, der durch seine Anfangslage C\, bestimmt ist, die 

Endlage t; gegeben (A -i„S.,C, '^ A J.-ü» C;, Fig. lo). 

{i) Die Anfangslage ^i..B,. einer 
Strecke laßt sich in ihre Endlage A,/>, 
stets durch Drehung um den Schnitt- 
punkt P der Mittentransversalen .1/^/' 
', i VLnA M/,P von A,,^!, und Ii,,B^ durch den 

\i Winkel .hPA, — B..PB, überführen 

'.; (Fig. ii). Der Punkt /' wird „Pol" ge- 

l; nannt. Stets dann und nur dann liegt 

*'' er im Unendlichen, wenn ,(„5„|./,/>' 

ist. In diesem Fall ist die Drehung 
in eine bestimmte Translation übergegangen. 

Weitere Folgerungen dieser beiden Sätze führen dazu, eine 
beliebige IJewegung während ihres ganzen Verlaufes zu unter- 



(3) Nach dem Satze (i) beschreiben 

die Endpunkte ^l, B der Strecke bei einer 

gegebenen Bewegung Bahnkurven a, b, 

\ : deren Punkte .U, B, wieder in bestimmter 

'■{ Weise dadurch zugeordnet5ind,daß durch 

Fi« LI r 12. -i//y,- die einzelnen Lagen der Strecke 

während der Bewegung angegeben werden (Fig. 12). 

1) Die Theorie der ZuBammcnseUung und Zerlefiunj; unendlich kleiner 
IScwej^njien im Raiiine führt insbesondere xnr Theorie des Nullsystems und der 
Schraubcnüieurie. V)jl. das umfassende Werk von R. BAr.i., A treitisc on the 
theciry uf screvvs, Cambridge 1900, sowie das Referat von Hm. F. Klkln, Zur 
Schraubcntheoric von Sir Riibcrl JJjll, Zeitschrift für Math, u, Physik, 
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(4) i>er Schnittpunkt /', der Normalen der Bahn- 
kurven a, b in den (nicht singulären) Punkten, J,-, B,, der 
sog. „momentane Pol", ist dadurch ausgezeichnet, daß 
bei einer Drehung um ihn die Punkte .U, Bi Kreisbogen 
beschreiben, deren Tangenten mit denen d^r Bahn- 
kurven (7, b zusammenfallen. Die Strecken -J,/'- und 
JiJ^i sind also proportional den Geschwindigkeiten, mit 
denen die Endpunkte der Strecke .i/A', sich bewegen 

(Fig. ,2). 

Die Fortsetzung dieser Betrachtungen führt schließlich zu 
dem Satze: 

(5} Jede vorgegebene Bewegung eines ebenen Sv- 
stems H läßt sich dadurch erzeugen, daß eine mit 2." 
unverändert verbundene „Polbahn" p' auf einer absolut 
festen Polbahn p ohne Gleiten abrollt.') 

Ich kann diesen Satz an einigen einfachen Beispielen mit 
zugehörigen Modellen veranschaulichen. 

(6) Sind die Bahnkurven für die Endpunkte der 
Strecke Ali zwei unter go" sich schneidende Gerade 
a, b ,') so ist die bewegliche 
Polbahn /' der Kreis durch 




,(, B und den Schnittpunkt () der Geraden und die feste 
Polbahn ^ der Kreis mit doppeltem Radius um O (Fig. 13), 

\) Natürlich haben die spe lellen Falle der geMuhnl hen rnnslaüonen ic 
überhaupt jetler ParallelbeweBtim; hi^ 1«' lit erkennl ire Besoilerheit 

2) Daß der Winkel ein rechter sein soll t nur ve^en der e nlic en Be 
/jehiing iuni rechUvinklig o Ko rdin iten } ste i 1er iml l etr h z 

«efiiül; es kann allge c en b^l eb ger ^\ nl cl Sf. n 
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Weiter gut hier: 

(7) Jeder mit -J/y fest verbundene Punkt ("beschreibt 
bei dieser Bewegung' eine Ellipse, die in einen dopjjelt 
zvl denkenden Durchmesser des Kreises fi übergeht, 
wenn der Punkt C auf dem Kreise p' liegt (Fig. j^). 

Andere Beispiele knüpfen an das Gelenksystem eines 
Antiparallelogramms QRST an (Fig. 15), d, h. vier Stäbe 
sind gelenkig so miteinander verbunden, daß sie ein über- 
schlagenes Viereck bilden, dessen Gegenseiten gleich sind. 
Hält man eine der kleineren Seiten, etwa Q /", fest, sodaß die 
Endpunkte R,S der Gegenseite, welche dann die Strecke JJi 





und ihr System 2.' vertritt, auf den Kreisen mit den größeren 
Seiten R{> und ,S' 7' als Radien um Q, 7'sich bewegen, so gilt: 

(8) Die Polbahnen /, /' der in solcher Weise defi- 
nierten Bewegung sind zwei stets in symmetrischer 
Lage befindliche Ellipsen, deren Brennpunkte Q, '/' hQ/.. 
R, .V sind (Fig. 16). 

Um niclit zu sehr mich ins einzelne zu verlieren, will ich 
nur andeuten, daß kongruente Hyperbeln sich als Polbahnen 
ergeben, wenn man eine der größeren Seiten des Antiparallelo- 
gramms festhält (Fig. 17), daß es ferner interessant ist, auch 
hier die Bahnkurven beliebiger Punkte zu studieren. 

Ebenso will ich auch nur kurz die Ausdehnung der Sätze 
(6) und {;) auf den allgemeineren Fall erwähnen, daß die 
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^,rt,.,^Mrf///y'i'/i ,1er ,U,rihlU-Hhi> G.-oiiu-tvi.'. ^53 

Polbahiieii zwei beliebige einander innerlich oder 
äuOerlich berührende Kreise, die Bahnkurven dement- 
sprechend zyklische Kurven, Epi- oder Hypotrochoiden, 
sind (Fig. i8 und 19), Die Mondbahn gibt in gewisser An- 
näherung hierfür ein Beispiel, 
das noch besonderes Interesse 
dadurch bietet, daß sie bekannt- 
lich keine Wendepunkte ent- 




hLÜt, und seit der Aufstellung des ptolemüischen Systems (Ptole- 



mäus ca. 140 n. Chr.) haben die 
zykeln der Gestirne eine sehr be 
deutende Rolle in der Astro 
iiomie gespielt.') Ist im speziellen 
der feste Polkreis in eine Gerade 




HusgeT-rtet ^ü smd die Bahnkur\en Zykloiden (Fig. 20), für 
deren Erzeugung jedes rollende Wagenrad Beispiele liefert; 
wenn dagegen der bewegliche Polkreis in eine Gerade aus- 
geartet ist, so sind die Bahnkurven Kreisevolventen (Fig. 21).-) 

11 Auch A. F. Jir>iü\-s ycht im Interesse der Anschaiilichl;cit in seinen „Ele- 
menten der Mechanik des Himmels" (1843), Gesammelte "Wei-Ve Bd. IV, 
\.t\Yi\Z IÖ87, -von ^olclien Ansfhainmjjen ans. 









r Schrift: 



Übel 



yGoosle 



Der Sonderfall der Sätze (6) und {7,, der auch zur Kon- 
struktion von Ellipscnzirkeln Anlaß gab, findet eine technische 




J _,! pp.A4,^ 







Anwendung 2ur Geradführung bei der König - Bauerschen 
Schnellpresse, wo es sich darum handelt die rotierende Be 

Bchrifl fär Jlüthcm^lik uml Physik £899, Jal.rKan^' 4+ puch in fviin^ösischpi Übei- 
sci/.unj; crschienfn in T.'cnsciKnement ni.ithi-iiiiilique von 7,;iisaiit imd Fcliv, 2. J:ihi- 
(.■ang, Paris 1900). 
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Ainoenäungeit det darslcllsnden Geomelrie. ^5 

wegung einer Achse in eine geradlinig hin- und hergehende 
Bewegung umzusetzen (Fig. 22 a u. b). Die Erzeugung der all- 
gemeinen Bahnkurven nach diesen Sätzen dagegen hat zur 
Konstruktion des Ovalwerkes von Leonardo da Vinci geführt, 
einer Drehbank, welche im Ellipsenquerschnitt abzudrehen ge- 
stattet.') 

Das Problem der Geradführung führt uns sogleich in 
ein anderes Gebiet der Kinematik, nämlich zu den Gelenk- 
systemen, Systemen von Stäben, die durch Gelenke verbunden 
sind, wofür soeben das Antiparallelogramm uns schon ein Bei- 
spiel gab. Die wich- 
tigsten Untersuchun- 
gen gruppieren sich 
hier um die Frage, 
wie sich durchGe- 
lenksysteme an- 
genäherte oder 

genaue Gerad- 
führungen her vor- 
bringen lassen.') 
Ein Beispiel der an- 
genäherten Gerad- 
führung gibt das sog. 

Wattsche Parallelogramm (Fig. 23), dessen Verwendung bei 
den Dampfmaschinen älterer Konstruktion bekannt ist '), ein Bei- 
spiel der genauen Geradführung der sog. Inversor von Peau- 

1) Eine ähnliche technische Verwendung dieses Gedankens bieten auch die 
ilaschinen, mit denen sich ellipsenförmige AuBschnitte aus Karton schneiden lassen. 
Eine Verallf.'cmeinerunfi dagef;en stellt die sogenannte Pp,ssigdrehbank dar, Ijei welcher 
der abdrehende Süft allgemeine Kyklische Kurven beschreibt. Vgl. E.Brauer, Kine- 
matische Untersuchunj; der Passit;drehbanl(, Verhandlungen zur Beförde- 
ninE des Gewerbfleüäes in Preußen, äj. Jahrgang, Berlin 1876, p. 310 — 320. 

2) Vt;!. auch Fr. Dincm.uey, Über die Erzeugung von Kurven vierter 
<lrdnung durch Beivegungsmechanismen, Leipzig 1885, sowie 

F. RuNKK, Die Schubkurbel, Unterrichtsblätter für Mathematik und Katur- 
vissenschaften, Jahrgang S, 1904, p. 6 — 12. 

3) Zu näherem Studium der angenäherten GeradfÜhrung sei auf iahlrcichc 
Arbeiten von Hrn. R. Mrj.r^R (Brannschweig) verwiesen; 

Über die Krümmung der Bahnevoluten bei starren ebenen Systemen. 

Zeitschrift für Jlathematik und Physik, Bd. 36 (1891). 
Konstruktion der Krümmungsmittelpunkte der HüUbahnevolulcii 

bei starren ebenen Systemen, ebenda, Bd. 36 (189J). 




e 11,2. 
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36 /->. SckiHiiiff: 

cellier (erfunden 1864), den ich Ihnen hier im Modell vor- 
führe (Fig. 24). Er besteht aus einem Rhombus ^IDBC, an 
dem in zwei Gegenecken C, D noch zwei gleich lange, mit 
den anderen Endpunkten in P wieder gelenkig verbundene 
Stäbe angreifen. Wird der letzt- 
genannte Punkt /' in der Ebene 
festgehalten und außerdem einer 
der noch freien Eckpunkte des 
Rhombus, etwa ,i, durch einen 





an ihm angebrachten siebenten Stab AQ, dessen anderer End- 
punkt (> auch festliegt, auf einem Kreisbogen geführt, der 
durch den ersten festen Punkt /' geht {AQ = l'Q), so be- 
schreibt der Punkt B eine Strecke einer genauen geraden 
Linie. Der elementare und über den Standpunkt der höheren 
Schulen nicht hinausgehende Beweis dieses Resultates beruht 
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auf der von dem Gelenksystem vermittelten Transformation 
durcii reziproke Radien.') Der Inversor von Peaucellier gibt 
mir den Anlaß, folgendermaßen einen Apparat zur Demonstra- 
tion der Transformation der Polarentheorie zu kon- 
struieren (Fig. 35). In A ist (an Stelle des Hilfsstabes AQ) 
ein Tineal mit einem rechtwinklig dazu stehenden Ansatz so 
angebracht, daß die Kante UV durch den als Gelenk aus- 
gebildeten Punkt .i geht, der Ansatz aber einen in der Senk- 
rechten zu U V verlaufenden geradlinigen Einschnitt trägt, der 
an dem festen Punkte P entlang gleitet. Bei jeder Deforma- 
tion dieses neuen Gelenksystems sind der Punkt B und die 
Gerade U V Pol und Polare in bezug auf den Kreis um P mit 
einem Radius, dessen Quadrat gleich P.{ l'B = PC — AC~ 
ist. Beschreibt dann B z. B. irgend eine Kurve mit gewöhn- 
licher Spitze, Wendepunkt, Schnabelspitze, Doppelpunkt, so 
umhüllt UV die duale Kurve bez. mit Wendepunkt, gewöhn- 
licher Spitze, Schnabelspitze, Doppeltangente, und beschreibt B 
eine Gerade, so dreht sich UV um den Pol dieser Geraden. 
Diese letzte Tatsache kann man benutzen, dies erweiterte Ge- 
lenksystem zu einer Art Fluchtpunktschiene auszugestalten, 
d. h. zu einem Apparat, der Verbindungslinien nach dem unzu- 
gänglichen Schnittpunkt zweier gegebener Geraden zu ziehen 
erlaubt (vgl. p. 94).-) 

Mit dem Inversor von Peaucellier in engem Zusammenhang 
steht das durch Fig. 26 dargestellte Gelenksystem. Es besteht aus 
zwei ähnlichen Deltoiden BDPC und BDFC\, 
die zwei Paare aufeinander fallender Seiten haben. 
Es gilt hier der auch mit elementaren Mitteln zu f,/ 
beweisende Satz: Bei jeder Deformation des 
Systems steht die gedachte Gerade CC,_LPD. 
Auf ihn stützt sich die Verwendung des Gelenk- 
systems zur Konstruktion des Parallellineals, 
das Sie bereits bei Besichtigung unserer Samm- 
lung kennen lernten, auch hinsichtlich seiner Ver- 




I) Des Näheren aei auf 
»ik Abänderungen des genan 
soten von Hart und Sylv 

3) Unal)häi^ig von mir 



meine oben genannte \tbeit \eiHie=en wo6elLsl auchi 
iten Gelenksystems mit geringerer Stabeialil (Inver- 
ster-Kempe) besprochen -a erden — 
hat auch Hr. A. Wl^ssoff ^inen ahnhi.hen A])pariH: 



: Poli 



demnächst in der Zeilsihnft I 
ph und KoniLogra, 
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38 /•>. Schilling: 

^\endunii in der ]Sa\i^ation, um den Kurs eines Schiffes auf 
der Karte m die in anderer Stelle gezeichnete Windrose zu 
übertragen. B e i j e d e r 

Deformation des 
Parallellineals sind 
die Abstände des 
mittleren Lineals 
von den beiden seit- 
lichen gleich und 
die schmalen Kan- 
ten der letzteren 

überdies paar- 
weise in derselben 

Senkrechten zu 
den Längskanten 
gelegen. (Vgl.Fig.27a 
und die daraus abgeleitete Fig. 27 b, welche die Beziehung zu 
Fig. 26 besser erkennen läßt) 

Von anderen Geleriksystemen, welche bestimmte Trans- 
formationen vermitteln, möchte ich schließlich noch den Storch- 
schnabel oder Pantographen für die Ähnlichkeitstrans- 





formation erwähnen.') Die Figuren 28 a, b, c zeigen seine Ver- 
wendung beim Lithographen, um Zeichnungen zu vergrößern 
oder zu verkleinern, im Maschinenbau, um die geradlinige 
Bewegung des in Q angreifenden Kolbens der Dampfmaschine 

i| Das auch sonst die Annendungen betiitksichtigende Lehrbuch H. BoRl;, 
V. Crantz und E. Haentzschel, Malhematischev Leitfaden für Real- 
schulen, I.eip/.ig too^, beapciclit den Storch seh na bei p. 113 — 115. 
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vermittels einer von /' ausgehenden Schnur auf den Indikator 
zu übertragen, in der Bildhauerkunst, wo seine räumliche 
Ausführung zur Vergrößerung körperlicher Modelle dient. 

Außer den schon genannten Arbeiten empfehle ich als 
Literatur die drei kleineren Schriften: 
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A. B. Khmi-h, IIow to draw a sti 


rais-ht 1 


ine, London 187; 


J. Pkterskn, Kinematik, deutsch 


von R. V 


ox FistHEK-Biszo: 


Kopenhagen 1884; 







J. Nevuerg, Sur quelques systemes de tiges articulees, 
trace mecanique des lignes, Liege 1886; 
und die größeren Werke: 

F. Reci.eaux, Theoretische Kinematik, liraunschweig 1875; 

F. Grashof, Theoretisclie Haschinenlehre, Bd. II, Leipzig 
1883; 

L. BiJKMESTKK, Lehrbuch der Kinematik, Leipzig 1S88; 
und verweise endlich auf das an weiteren Zitaten reiche Refe- 
rat von Hrn. A. Schoenities über die Kinematik in der Ency- 
klopädie der mathematischen Wissenschaften, Bd. IV, 1, 
Leipzig 1902, p. 190 — 278. 

III. Mechanik, speziell reine graphische Statik. 

Zu den Elementen Raum und Zeit kommt jetzt noch die 
Kraft oder die Masse als neues Element hinzu. Bei der 
graphischen Behandlung der Statik wird eine Einzelkraft 
durch eine mit Pfeilspitze versehene Strecke dargestellt, welche 
längs ihrer Geraden, der „Angriffslinie", beliebig verschoben 
werden kann {„linienflüchtiger Vektor''). Ein Kräftepaar ist 
der Inbegriff zweier entgegengesetzt gleicher Einzelkräfte in 
parallelen Angriffslinien. Für dasselbe sind nur das Moment, 
d. h. das Produkt aus der Größe der Einzelkraft und dem Ab- 
stände der Angriffslinien, und die Normalenrichtung ihrer Ebene 
wesentlich, m. a, W., man kann ein gegebenes Kräftepaar 
durch ein solches andere mit gleichem Moment ersetzen, 
dessen Ebene zu der des ersten parallel ist. Folglich 
läßt sich ein Kräftepaar wieder durch eine einzelne mit Pfeil- 
spitze versehene Strecke darstellen, welche auf seiner Ebene 
senkrecht steht, mit Hinzunahrae der Festsetzung, daß die Einzel- 
kräfte einen dem Uhrzeigergang entgegengesetzten Drehungs- 
sinn anzeigen sollen, wenn man der Pfeilspitze entgegensieht 
(„freier Vektor"). 

Den analogen Verhältnissen der Kinematik entsprechend 
umfaßt die Grundlegung der graphischen Statik die Theorie 
von der Zusammensetzung und der Zerlegung von 
Einzelkräften und Kräftepaaren in der Ebene und im 
Raum und baut sich auf dem Satz vom Parallelogramm 
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Aiivienilungi'n dsr JarsteUendeii Geometrie. ^i 

der Kräfte auf.') Um dieses noch näher auszuführen, wollen 
wir uns zunächst wieder auf die Verhältnisse in der Ebene 
beschränken/) Das einfachste Beispiel ist hier das folgende: 

Aufgabe i. Drei (oder mehrere) Kräfte ki, deren 
Größen, Richtungen und durch denselben Punkt J/gehende 
Angriffslinien ^(gegeben sind, zu einer Resultierenden i 
zusammenzusetzen. Man reihe 
{Fig. 2g) die Kräfte, an dem Punkte J/ 
beginnend, der Größe und Richtung 
nach zu einem offenen „Kräftepoly- 
gon" aneinander, die „Schlußlinie" 
^[X, d. h. die Verbindungslinie des 
Anfangspunktes M und des End- 
punktes .\' ist dann die gesuchte 
Resultante nach Größe , Richtung 
und Lage. In der Figur 2g ist die 
Lösung mit verschiedener Folge der 
aneinandergereihten Kräfte ausge- 
führt, um die Gültigkeit des koni- 
mutativen Gesetzes zu zeigen. '^"^'" -'■ 

Aufgabe 2. Zwei (oder mehrere) Parallelkräfte einer 
Ebene zu einer Resultierenden zusammenzusetzen. In 
der Figur 30 sind g^ , g.^ die gegebenen Angriffslinien zweier 
Parallelkräfte, deren Größen und Richtungen in dem der be- 
quemeren Zeichnung wegen zur Seite verlegten „Kräfteplan" 
durch die Strecken A'^A', und Yv'iA'j gegeben werden. Man 
ziehe von einem beliebigen „Pole" /' aus die Strahlen nach 
den Punkten A'^,, A', , /C. („Seilstrahlen") und durch den be- 

l) Übet die asiomatisclie Begründung des Salies vom PavallelogriViiim iler 
Kräfle oder der „Vektoraddition" vgL als neueste Publikationen: 

R. ScHjjlMACK, Über die axiomatisclie Begründung der Vektoraddi- 
tion, Kaclir. d. K. Ges. d. "Wiss. zu Göttingen, math.-phys. Klasse, 1903; 

F. S<HiK, Über die Zusammensetiiung von Vektoren, Zeitschrift für 

Mathematik und Physik, Bd. 49, p. 352 — 361, Leipzig 1903; 

G. HA>rKi, Über die Zusammensetzung von Vektoren, Zeitschrift für 

Mathematik und Physik, Bd. 49, ]). 363 — 371, Leipag 1903. 
:i Die allgemeine Untersuchung über die Zusammensetzung der Kräfte und 
Kraftepaare im Raum gipfelt Mieder in der Theorie des Nullsystems (vgl. Anni. 
p. 30 und etwa das dort genannte Werk von R. Bau, sowie A. Fiippr,, Gra- 
phische Slatik, Pd. II der Vorlesungen über technische Meehanik, [.eipzi^' igou, 
p. 150 fr.). 
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chend der Tatsache, daü, 
etwa in 6^, f befestigti 
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liebigen Punkt .S', auf g, die beiden Parallelen zu PK„ und 
j"A' , deren letztere auf g^ den Schnittpunkt S, liefert. Durch 
.S'a Icg-e man alsdann noch die Paral- 
■»"lele zu PK^. Ihr Schnitt .^V mit der 
zuerst gezogenen Parallelen ist dann 
ein Punkt der Angriffslinie der ge- 
suchten Resultante; deren Größe und 
Richtung wird durch die 
Schlußlinie K„K.. gege- 
ben. Im Gegensatz zu dem 
„KräftepolygonA',A',7\'2" 
nennt man f '.S'i.Vj F das 
Figur 30b. „Seilpolygon" , entspre- 
enn bei unserem Beispiel an einem 
Seile USi S^ V in den Punkten S^ 
und .S; den gegebenen Kräften gleiche Gewichte hängen, eben 
durch US^ S^ V die Gleichgewichtslage des Seiles gegeben wird. 
Zum Beweise unserer Konstruktion denken wir jedes 
der beiden Kräfteparallelogramme K^, I\ K^P und K, P^ A", P 
mit den Diagonalen A'^, A'j und A.', A'^ der Figur 30 b so in die 
Figur 30 a gelegt, daß der Eckpunkt K^ des ersten Parallelo- 
grammes mit A'j, der Eckpunkt ATj des zweiten mit ,V, zu- 
sammenfällt und yv',A', längs ^,, A",A', längs g^ liegt, m. a."\V.: 
Die erste Kraft A', A'j wird in zwei Komponenten zerlegt, deren 
Größen und Richtungen durch P^K^ und /''A' und deren An- 
griffslinien durch US^ und S,S,, gegeben sind, entsprechend die 
zweite Kraft in zwei Komponenten, deren Größen und Rich- 
tungen durch /'j A*. und J'K^ , deren Angriffslinien durch S^ S, 
und VS\ dargestellt sind. Die beiden in S.S. wirkenden Kom- 
ponenten heben sich auf, da sie entgegengesetzt gleich sind. 
Die beiden in l/S, und VS:, können bis zum Schnitt S ihrer 
Angriffslinien verschoben werden und setzen sich dann wieder 
nach dem Parallelogramm der Kräfte zu der gesuchten Resul- 
tante zusammen, deren Größe und Richtung eben durch A', A'^ 
gegeben wird; denn das Parallelogramm A'n/^A',/' der Fig. 30b 
stellt, nachdem sein Eckpunkt A', mit S und A^A", mit g zur 
Deckung gebracht ist, gerade diese Zusammensetzung dar. 

An diesem einfachsten Beispiele erkennen wir sofort, wie 
die gleiche Methode sich auf eine beliebige Zahl von Kräften 
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übertragen läßt und daß es für die Konstruktion unwesentlich 
ist, ob die Angriffslinien parallel sind oder nicht. So gibt 
Fig. 31 a, b die Konstruktion der Resultante für vier nicht 
parallele, durch ihre 

Angriffslinien ^^, ^^ 

und ihre Größen 

und Richtungen 

AWv{/=i,2,3,4) 
gegebenen Kräfte. 
Die Einführung des 
für die graphische 

Statik überaus 
wichtigen Seilpoly- 
gons geht bis auf 
Vakignon zurück; 
Fig. 32 stellt eine 
besonders instruk- 
tive Figur von ihm 
dar, die durch sich 
selbst verständlich 
sein dürfte. ') Als 
eine praktische An- 
wendung des Seil- y, 
polygones für pa.- Figur 32. 

I) i'. VakignON, Nouvclle mecanique ou statiquc, Paris 1725, 3 Bde. _ 
Doch sei bcirerkl, daß schon bei Parallelkräften die ursprüngliche Erlilärung des 
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rallele Kräfte möchte ich schließlich die Hängebrücke ii 
benachbarten Hannoversch -Münden erwähnen (Fig. 3,^). 




Aus der umgekehrten Aufgabengruppe, ein gegebenes Sy- 
stem von Kräften oder ihre Resultante in Komponenten nach 
vorgeschriebenen Bedingungen zu zerlegen, wollen wir folgen- 
des, sogleich in ein praktisches Gewand gekleidetes Beispiel 
auswählen : 

Aufgabe 3. Ein an den Endpunkten horis;ontal auf- 
liegender Balken (eiserner Träger einer einfachen 
Brücke) sei durch eine Lokomotive mit 4-„^, 
Tender belastet; gesucht sind die Auf- 
lagerreaktionen, d.h. die in den Auflager- 




Seilpulyi,ones nich dor os ^endciu iK ein bcil ,,(daihl werden ma 
bei?ubehftlteii i=t äi ein Seil nur laS Zugkralt beanbptutht ivcrden li 



y Google 



punkten . I und />' wirkenden Widerstandskräfte. Ohne im ein- 
zelnen auf die Lösung einzugehen, bemerke ich nur, daß den 
Figuren 34 a, b wirklichen Verhältnissen entnommene Zahlen- 
werte zu Grunde liegen und zu ihrer Konstruktion wieder das 
Seilpolygon benutzt wurde. 
Die Auflagerreaktionen in 
den Punkten ^J und B er- 
geben sich durch 

/^, = 32.79 t 
und A'^K ^ 33,51 t. 

Was die Zusammen- 
setzung und Zerlegung 
von Kräften im A^ume 
betrifft, so will ich nur 
den Fall durch drei Bei- 
spiele behandeln, daß alle Kräfte denselben endlichen oder 
unendlich feme^^A-igriffspunkt haben. Diese Beispiele sollen 



11; 

I r 
9 Uff s « 





zugleich einfache praktische Anwendungen darbieten, die je- 
doch keinerlei besondere Vorkenntnisse erfordern. 

Aufgabe 4. Ein Tisch mit drei vertikalen Beinen ^, 
ist durch ein gegebenes Gewicht k = A', A'j belastet; 
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^.6 Ff- Schilling: 

die drei Reaktionskräfte kt in den Tischbeinen zv. be- 
stimmen (Fig. 35 a, b). 

Aufgabe 5. Drei von einem Punkte O ausgehende 
Balken sind mit den Endpunkten Gi auf dem Erdboden 
befestigt; an ihrem gemeinsamen Punkt O greift eine 
gegebene Last k (vertikal oder in gegebener anderer 
Richtung g) an; gesucht sind die drei in den Balken 
wirkenden Reaktionskräfte ki (Fig. 36a, b).') (Sog. Bock- 
gerüst, wie es z. B. oft in Steinbrüchen zum Tragen des 
Flaschenzuges benutzt wird.) 

Aufgabe 6. Von den Punkten ß und C der Wand- 
seite, an der die Angeln einer Tür befestigt sind, und 
von einem Punkt A oben an der gegenüberliegenden 
Türkante gehen drei Stäbe aus, die sich in einem 
Punkte O treffen und zwar auf der Seite, nach der die 

Tür sich öff- 
net. In ist 
ein Gewicht /■ 

angebracht. 
Mit welchem 
Drehmoment 
wird die Tür 

zugehaltenV 
(Fig. 37 a, b, das 
gesuchte Dreh- 
moment ist 
gleich f.\'./i.) 

Auf nähere 
Erläuterung die- 
ser Konstruktio- 
nen muß ich hier 
wohl verzichten, 
vielmehr auf die 
im Grund- und 
Aufriß ausgeführten Zeichnungen zu verweisen mich begnügen. 
Auch kann ich Ihnen für die letzte Aufgabe ein Modell zeigen, das 
einer meiner Schüler angefertigt hat. Daß diese Aufgabe ferner 




I) Ein, 
Doppellinie, 



auf Dru^^k beanspruchten Slab pSeyt man in den Figuroi^ durch fi; 
iien auf Zug beanspiuctiten durcti eine einfache Linie zu kennzeichne 
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Anwenäungen der darstellenden Geometrie. a-j 

■Gelegenheit bietet, für verschiedene Stellungen der geöffneten 
Tür die Lösung durchzuführen und dementsprechend die Ver- 
änderung des Drehmomentes und die Bestimmung seines Maxi- 
mums graphisch zu studieren, will ich wiederum unter Hinweis 
auf die hier ausgelegte Zeichnung nur andeuten. Wollte man 
■diese Aufgabe analytisch lösen, so würden recht komplizierte 
Rechnungen erforderlich sein, während die graphische Lösung 
überraschend schnell und übersichtlich zum Ziele führt. 

Von weiteren größeren Gebieten der graphischen Statik 
möchte ich noch die graphische Bestimmung der Schwer- 
punkte und Trägheitsmomente von Linien, Flächen und 
Körpern nennen, wofür die angenäherte Bestimmung des 
Schwerpunktes JJ für den Querschnitt einer Eisenbahnschiene 
ein praJitisches Beispiel bietet.') In engster Beziehung zu diesen 
Problemen steht die Theorie der graphischen Integration 
überhaupt. In jüngster Zeit hat endlich Hr. R. Mehmke auch die 
graphische Integration der Differentialgleichungen der 
Mechanik erfolgreich in Angriff genommen.^) 

In der graphischen Statik stehen zu weiteren Studien vor- 
zügliche Lehrbücher zur Verfügung, ich nenne folgende deutsche 
Werke: 

R. Laueks^ieix, Die graphische Statik, Elementares Lehr- 
buch für technische Lehranstalten und zum Gebrauch in 
der Praxis, 5. Aut)., Stuttgart 1899; 
A. FöPVL, Graphische Statik (Bd. II der Vorlesungen über 

technische Mechanik), 2. Aufl., Leipzig 1903; 
H. F. B. Müller -Breslau, Die neueren Methoden der 
Festigkeitslehre und der Statik der Baukonstruk- 
tionen, 2. Aufl., Leipzig 1893, und Die graphische 

l) Vgl. G.HuLZMixLKK, Dieingenieurmalheniatik in elementarer Be- 
h.indlung, I. Teil, enthaltend die statischen Momente und SchwerpunJttslagen, 
die Trägheits- und Zentrifugalmomente etc., Leipzig 1897. 

2} Vgl. R. JlEHllKE, Zur graphischen Kinematik und Dynamik, 
Jahresberichte der Deutschen Mathematiker -Vereinigung, Bd. XII, Leipzig 1903, 
p. 561 — 563, seinen Vortrag auf der nächsten Naturforscherversammlung in Breslau: 
„Zur graphischen nnd mechanischen Integration von Differential- 
gleichungen" und einen demnächst erscheinenden Aufsatz in der Zeitschrift für 
Jlathematik und Physik, \i\e Hr. MehmUe mir mitteilte, sowie R. Proell, Ver- 
such einer graphischen Dynamik, mit Atlas, Leipzig 1874, Fr. Wiitenbauek, 
Graphische Dynamik der Getriebe, Zeltschrift für Mathematik und Physik, 
Bd. 50, Leipzig 1904, ]). 57—97- 
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Statik der Baukonstruktionen, Bd. I, 3. Aufl., I-eip/.it: 

Kjoi; Bd. II, I, Leipzig 1902; 
sowie als historisch interessant das Werk des systematische» 
Begründers der graphischen Statik: 

C. CvLjrAXN, Die graphische Statik, 2. Aufl., Zürich 1875, 

dessen Fortsetzung: 
W. RniKR, Anwendungen der graphischen Statik, Zürich, 

I.— 3. Teil, 1888— igoo 
bildet. Endlich kann ich wieder auf die Referate \"on Hrn. 
G. Ju^'G, Geometrie der Massen, Encyklopädie der mathe- 
matischen Wissenschaften Bd. IV, i p. 279 — 344 und von Hrn. 
L. Henneberg, Die graphische Statik der starren Körper, 
ebenda p. 345 — 434 (Leipzig 1903) als Anregung zu umfassen- 
deren Studien verweisen.') 

IV. Mathematische Physik. 
In erster Linie habe ich hier die geometrische Optik 
zu nennen, da sie eine reichhaltige Gruppe graphisch zu be- 
handelnder Aufgaben liefert. Ich möchte auf das Buch E. Relsch, 
Konstruktionen zur Lehre von den Haupt- und Brenn- 
punkten eines Linsensystems, Leipzig i8;o, verweisen, das 
in elementarer Weise die von Gauss stammende Theorie an der 
Hand geometrischer Konstruktionen entwickelt. Überdies kann 
ich Ihnen eine Reihe solcher Zeichnungen aus der geometri- 
schen Optik vorlegen, die ich selbst seinerzeit als Studierender 
hier in GÖttingen im Seminar des Hrn. E. Riecke angefertigt habe. 
Diese sowie ein Blick auf die in dem genannten Buch auf fünf 
Tafeln ausgeführten Zeichnungen werden zweifellos sofort Ihr 
lebhaftes Interesse für diesen Gegenstand erregen. Das folgende 

l) Seit ilereii Erscheinen sind nvei weitere größere Lehrbücher verüffeiitliclit : 
C. jrEHRTEMS, Vorlesungen über Statik der Baukonstruktionen und 

Festigkeitslehre in drei Bänden, Bd. I, Leipiig 1903, und 
A. OSTRNKKU), Technische Statik, Votlesungen über die Theorie der 
Tragkonstruktionen, Leipzig 1903. 
Zur ersten Einführung geeignet nenne ich noch: 

W. Haübnek, Statik, I. u. IL Teil, Leipzig 1903 und 1904 (Sammlung Goschen). 
Vgl. ferner First report of the Committee on Ihe dcTelopment of graphic 
methods in mechanical science, Report of the 59 meetiug of the British 
Associnlion (1889), London 1S90, p. 323—327, sowie H. S. Hkle-Shaw, Second 
report on the development of graphic methods in mechanical science, 
Report of the 62 meeting of the British Association (1892), London 1893, p. 373— 53T. 
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■ darstellenden Geo. 
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Beispiel mag die hier zu benutzenden Methoden näher charak- 
terisieren. Die durchsichtigen Medien I und 11 grenzen in einer 
Kugelfläche aneinander, deren Meridian schnitt in der Figur 38 
durch den Kreisbogen um .17 

dargestellt sei. Außerdem sei —aUi-"-----'"""""'"" 

der Brechungsexponent n der -^ / ^^^r~~^i"i^r~~-^-j4~-^ 

Medien, etwa gleich %, bekannt. i --^a 

Um zu dem einfallenden Strahl \ 

.{B den gebrochenen BD zu \ 

konstruieren, ziehe man durch ^ 

einen beliebigen Punkt C auf '^""^ ^ ' 

der Verlängerung von AB die Parallele zum Einfallslot BM und 
bringe sie in D zum Schnitt mit dem Kreisbogen um B, dessen 
Radius gleich n-BC ist; dann ist BD der gebrochene Strahl. 
In ähnlicher Weise kann man den Weg eines beliebigen Strahls 
durch eine ganze Reihe von Medien verfolgen und dement- 
sprechend die Verbindung zweier oder mehrerer Linsen studieren- 
Xoch weitergehende Untersuchungen enthält das in jeder Weise 
vorzügliche ältere Werk von F. Engi-x (Lehrer der darstellen- 
den Geometrie) und K. Schf.llbach (dem bekannten mathema- 
tischen Pädagogen): Darstellende Optik nebst 21 Kupfer- 
tafeln, Halle a/S. 1856. Ich bitte Sie, nur die ganz wunderbar 
gezeichnete Figur auf Tafel 11 zu betrachten; sie stellt, die voll- 
ständige Katakaustika für einen Kreis dar, d. h. die Kurve, 
welche die von einem leuchtenden Punkt ausgesandten Strahlen 
nach ihrer Reflexion an einem Kreis umhüllen.') 

Als zweites Gebiet der mathematischen Physik, das zu 
geometrischen Kon struktions aufgaben Anlaß gibt, erwähne ich 
die Potentialtheorie mit ihren verschiedenen Anwen- 
dungen {Gravitation, Magnetismus, Elektrizität, Wärme, 
Hydrodynamik) und verweise auf G. Hoi.zmijlt.ek, Ingenieur- 

I) Vgl. S. FlNSlERWALUER, Die vün optischen Systemen größere,- 
Üffniing lind größeren Gesichtsfeldes erzeugten Bilder, Abhandlungen 
der lt. bayr. Akademie, IL Cl., XVII. Bd., in. AbL, München 1891. Von ana- 
lytischen Darstellungen der geometrischen Optik nenne ich zum Vergleich noch 
folgende Werke: 

C. NEUJrANS, Die Haupt- und Brennpunkte eines Linsensystems, 

2. Aufl., Leipzig 1893; 
A. Gr.RlCHRN, Lehrbuch der geometrischen Optik, Leipzig igü2; 
M. VON Rohr, Die Bilderzeugung in optischen Insttumcnten vom 
Stündpunkt der geometrischen Optik, Leipzig 1904. 
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mathematik etc. Bd. 11, enthaltend das Potential und seine 
Anwendungen (Leipzig 1Ö98). Um doch ein bestimmtes Bei- 
spiel zu geben, nenne ich die leicht zu verallgemeinernde Auf- 
gabe: Die Potential- und Kraftlinien in einer Meridian- 
ebene für den Fall darzustellen, daß a) ein elektrischer 
Massenpunkt, b) zwei gleichnamige, gleichwertige elek- 
trische Massenpunkte, c) zwei ungleichnamige, gleich- 
wertige elektrische Massenpunkte gegeben sind.') Daß 
auch sonst verschiedene Gebiete der mathematischen Physik 
zu manchen Kons truktions aufgaben Beispiele bieten, dafür 
sei noch das Gay - LussAcsche Gesetz der Ausdehnung V = 
f" (1 + 3«'')> '^'° « '^^r lineare Ausdehnungskoeffizient und / 
die Temperatur ist, ein Beispiel: Es sei die Zeichnung 
eines Würfels vor und nach seiner Erwärmung und die 
dadurch vermittelte Veranschaulichung der Formel 
(rt -f dy gewünscht.^) 

V. Analysis und Algebra. 
Die Potentialtheorie führt uns sofort wegen ihrer nahen 
Verwandtschaft mit der Funktionentheorie und der Theorie 
der konformen Abbildung zu den graphischen Methoden 
der Analysis. Bekannt ist die geometrische Theorie der 
komplexen Zahlen^), die zahlreiche durch Zeichnung zu lösende 
Aufgaben stellt, meist unter zweckmäßiger Benutzung des Koor- 
dinatenpapiers.'') Als Beispiel sei erwähnt: Die Summe s der 
drei komplexen Zahlen s, = 4-(-2i", z^ = /\-\-8t, a^ = — ^-[-3; 
zu konstruieren. Die Figur 39 zeigt dem kommutativen Gesetz 
entsprechend zugleich die verschiedenen Möglichkeiten, von 

1) Vj;l. dii^ Konsltuktiotten und die Figuren bei G. Hor.zjjüi.LKH, I. c. p. 27, 
107 und 121 und bei C. H. Mt'iiKK und O. Preslkk, 1, c. p. lo8, Aufg. lOg und 
lue eigentlich in den Text j;chörende Anmerkung 6l, p. 305 dazu, sowie die von 
Hm. O. "W'n^'KK herausgegebenen drei Drahtmodelle dieser Verhältnisse, Verlag 
von Martin Schilling, Halle a/S. 1901. 

2) Vgl Wfu.KR-PsKSLEK, l, c. p. io8 u. jü;. 

3) Vgl. H. DcKf^GK, Elemente der Theorie der Funktionen einer kom- 
plexen veränderlichen Größe, mit besonderer Beriiel; '^i chtigung der 
Schfipfungcn Rienianns, 4. Aufl., Leipzig 1893. 

4) Dasselbe ist in den Papierhandlungen sowohl in großen Bogen me auch 
in Blocks mit ganzen oder halben Quarlseiten zu kaufen. Vgl. J. Pkrrv, Höhere 
Analysis für Ingenieuro, übevscti'.l von R. Fricük und Fr. SÜHTiMi, T,ci|vi!; 
1902, p. 7 ff. 
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dem Nullpunkt ausgehend durch Aneinanderreihen der den 
Zahlen s, , z,, Zj entsprechenden Strecken (Vektoren) zu der 
Zahl z zu gelangen. Man 
erkennt sofort die nahe 
Beziehung zu der Aufgabe 
der graphischen Statik auf 
p. 41, Fig. 2q („Vektoren- 
rechnung"); andererseits ist 
die Figur 39 nach dem Satz 
vonPoHT.KE^) auch als schiefe 

Parallel Projektion eines 
Würfels zu betrachten, was 
gewiß zu ihrer Übersicht- \^ j_\ J_ " 
lichkeit beiträgt. Wegen p. ^^ _ 

der Fortsetzung dieser Be- 
trachtungen sei auf G. Hot^müller, Einführung in die Theorie 
der isogonalen Verwandtschaften und der konformen 
Abbildungen, verbunden mit Anwendungen auf mathe- 
matische Physik, Leipzig 1SS2, hingewiesen. 

Was ferner die Differential- und die Integralrechnung 
betrifft, so möchte ich hier solche Apparate nennen, die me- 





chanisch mit Hilfe graphischer Kurven hierher gehörende Auf- 
gaben lösen: Das Planimeter in seinen verschiedenen Aus- 
führungen (Polarplanimeter Fig. 40), den Integraphen und den 

/' 

1) Vgl. meinen AufsaU; Über d-cn Pom.KEschen Satu, Ze^chrift für 
Malbematik und Physik, Bd. 48, Leipzig igui, p. 487 — 494. 

Klein o. Riücxe, Vorträge H, ä. 4 
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hirmuiii&cheii \nil}b^tcr wp^pii deren Theorie ich aber 
auf die Liter itur /u \ erweisen mich begnüge.') Im übrigen 
kann ich alle diese Ap- 
parate Ihnen aus unserer 
Sammlung hier vorführen. 
Wir wenden uns nun 
iMX Algebra. Anstatt die 
mannigfachen Methoden 
zur graphischen Auflö- 
sung von Gleichungen 
oder Gleichungssyste- 
men allgemein im einzel- 
nen zu besprechen "), wollen 
wir uns damit begnügen. 
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i) Eine sehr anschiiulicht untl auch bei Ihr 
5 PLinimeters gibt B. KmscH, Zejlschrifl des 
i053fF. Vgl. auch M. Doli., Untersuchun 
eters Nr, 155 von Ott und Coradi in Ken- 



m UntciTicht verwendbare Theorie 
ereins deutscher Ingenieure 1890, 
der Genauiglieit des PUoi- 
iten, Zeitschrift für Vermessungs- 
wcsen, Bd. u, 1880, p. 28 — 32, Untersuchung der Genauigkeit zweier 
Planimeter von J. Amsler- l.affon in Schaffliausen, ebenda p. 33 — 37, 
femer in bezug auf die Fehlertheorie des Planimeters in derselben Zeitschrift neben 
anderen die Arbeiten von F. Günther (Ed. 12, 1883), P. Ff.nnrr (Bd. 15, 1886), 
F. LOKBKR. (Bd. 13, 1884 und Bd. 17, 1888), sowie die Abhandlung: Die Plani- 
meter Coradi 1895 von der Firma G. CoRADi-Zürich. Wegen der beiden anderen 
Instrumente verweise ich auf Bit. Abuank-Abakänowicz, Die Integraphen, die 



Integralkur^ 



Anw 



, deutsch 1 



1 E. BlTTKS 



; H. LüssiKR, L'i: 



■aphe Abda 
Analysato: 



ik-Abi 



.eipzig 



r Thei 



, Zürich 1903; G. Co- 
>rie desselbei 



Prof. Ü. Hknbici in London, Zürich 1894, die Aufsätze der Hrn. A. Amsi.ek and 
O.HekKICI in W.Dyck, Katalog mathematischer und mathematiseh-physi- 
kalischer Modelle etc., p. 99—136, endlich die Beschreibung verscliiedener ähn- 
licher Apparate p. 180 — 224 ebenda. Den neuen MiCHELSONSChen Analysator be- 
schreibt C. Runge, Theorie und Praxis der Reihen, Leipzig 1904, p. 164 bis 
168 (Sammlung ScHtijiERT), vgl. auch besonders die Originalarbeiten A. A. Michkl- 
-sox nnd S. "W. Stkatidn, A new harmonjc Analyser, Philosophical Magazine 
5. Ser., Bd. 45, London 1898, p. 85—91, und American Journal of sciences, 4. Serie, 
Bd. 5, 1898, p. I — 13. Ganz kürzlich ist noch ein interessanter Apparat veröffent- 
licht worden, der selbsttätig den während eines Spazierganges oder einer Fahrt zu 
Wasser oder zu Lande zurückgelegten Weg aufzeichnet; vgl. Th. Ferguson, Auto- 
matic surveying Instruments and their practical uses on land and 
water, London 1904. 

2) Vgl. auch die später behandelten Methoden der Fachwerkstheorie in der 
angewandten graphischen Statik (p. 269 ff.), welche im wcscnllithcn die graphische 
Lösung eines Systems linearer Gleichungen beileulen. 
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ein einfaches Beispiel zu erwähnen; Die Wurzeln der Glei- 
chung ^^— 4,8:r^— 49,65 X -\- 154,7 = zu bestimmen (Fig. 41). 
Man zeichne in rechtwinkligen Koordinaten, am besten wieder 
unter Benutzung von Koordinatenpapier, die Kurve 

-^'^4o*^^~ 4.8 ^'-49.65-^+ ^54.7). 
nachdem man vorher für hinreichend viele Punkte der Kurve 
ihre Koordinaten berechnet hat, wie die folgende Tabelle zeigt: 





-81- 


-7 |— ö— 5'— 4i- 


3|-='- 


-.!o 


' 


3 


4 


5 ! <. 


7 


8 I9,I0 


/- 


-6.7;- 


l.9|l.6'3,9 5,3;s 


8;s,7 


^ '3.92 


5 1,1 


-0,3 


-.,4h 


2,2-2,5 


— o,9|l,2 4,5 



Die Abszissen der Schnittpunkte der Kurve mit der j;-Achse 
geben die gesuchten Wurzeln —6,5; +2,8; +8,5. Ausführ- 
liche Literatur zu diesem Abschnitt enthält R. Mehmkle, Referat 
über numerisches Rechnen, Encyklopädie der mathemati- 
schen Wissenschaften, Bd. I, Leipzig 1902, p. looö — 1024 (Ab- 
schnitt B m des Referates). 

Etwas eingehender möchte ich lieber von der mit diesen 
Methoden verwandten und doch davon wesentlich verschie- 
denen Nomographie sprechen, da dieses Gebiet nicht so be- 
kannt sein dürfte. Während man bei den soeben erwähnten 
Methoden in jedem einzelnen Falle eine geometrische Konstruk- 
tion ausführen muß, um die gesuchten Wurzeln einer Glei- 
chung, etwa als Strecken, zu erhEdten, hat die Nomographie 
Methoden zur Konstruktion von Rechenblättern (Nomogrammen)^) 
ausgebildet. Ein einzelnes solches Blatt, das einer bestimmten 
durch eine oder mehrere vorgegebene Gleichungen definierten 
Abhängigkeit zwischen veränderlichen Großen entspricht, ge- 
stattet, nachctem es einmal gezeichnet vorliegt, unmittelbar die 
Werte der abhängigen Variabein aus ihnen zu entnehmen, wenn 
die unabhängigen irgend welche speziellen Werte erhalten. Die 
Nomographie will also einen Ersatz bieten für die Aufstellung 
von Tabellen, die besonders dann im allgemeinen recht um- 
ständlich sind, wenn es sich um Gleichungen zwischen mehr als 
zwei Variabein handelt. Diese Rechenblätter bieten überdies 
oft wie die gewöhnliche graphische Darstellung einer Funktion, 



ll Die Bezeichnung „RechenblaU" statt Rechentafel stainml 
das \\'urt „Nomqgramm" ist voiv mir kürzlich vorgeschlagen 
M. jj'OcAOME alfxeptiiTl worden (vgl. R. JIkhmkk, Referat, 1. c. 
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54 JT. Sclulling-: 

z. B. eine Temperaturkurve, den Vorteil der leichten Übersicht 
über den gesamten Verlauf der Funktionen. Einige Beispiele 
mögen dies näher erläutern: 

Erstes Beispiel: Multiplikationsblatt (Cartesische 
Methode). Die Figur 42 gibt das Rechenblatt für die Glei- 
chung ab = c. Die ein- 
gezeichneten Kurven sind 
Aste von gleichseitigen 
Hj'perbeln, der gegebenen 
Gleichung für verschiedene 
Werte von c entsprechend, 
wenn man a und !> als ge- 
wöhnliche rechtwinklige 
Koordinaten deutet. Die 
Werte von c sind dann 
den einzelnen Kurven als 
ihre „Koten" beigefügt. ') 
Der Gebrauch des Blattes 
" ' s -^ * * * ? * 5 '" zur Multiplikation und Di- 
'^" ^'' Vision ist leicht zu ver- 

stehen. Es bietet insofern besonderes Interesse, als es das 
erste bekannte Rechenblatt darstellt; es wurde zuerst von 
L. E. PoucHET (1795) konstruiert. 

Zweites Beispiel; Rechenblatt mit Kurvenkreuzung 
(nomogramme ä entrecroiseraent). 

Ist p das in g angegebene Gewicht des in i cbm Luft von 
^"C. enthaltenen Wasserdampfes, dessen Spannkraft _/ mm ist, 
so besteht folgende Beziehung: 

Die Spannkraft / ferner ist als eine empirisch nach der Tabelle 
von Regnatjlt bestimmte Funktion der auf dem Hygrometer 
abgelesenen Kondensationstemperatur i' gegeben zu denken. 
Wir bezeichnen jetzt mit x, y rechtwinklige Koordinaten 
und setzen: 

y = h- 2,78 t, 

i (p. 249) und die Dai-slcUung 
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WO /, , /j gewisse „Moduln" bezeichnen, über die wir noch frei 
verfügen können, Sie haben der Figur 43 entsprechend die 
.Werte /, = o.ooj; mm und 4 = "^.43 mm erhalten, sodaß 

X = 3 mm -/ und y = 1,2 mm ■ f. ist. 
Durch Substitution dieser Werte in obige Gleichung ergibt 
sich: 

760/+/-^-^ =0. 

Diese Gleichung stellt dem Parameter / entsprechend ein 
Büschel von Geraden, „Radianten", dar, die sämtlich durch den 
Punkt 

X = o, y = — l-^- 760 mm 
gehen. 

In der Figur sehen wir nun auf der Ordinatenachse die 
„Skala" (echelle) der Temperatur mit den Parallelen durch die 




Teilpunkte zur Abszissenachse, auf der oberen Begrenzungs- 
geraden die Werte von p, welche den einzelnen ausgezogenen 
Radianten entsprechen. Die noch eingezeichnete Begrenzungs- 
kurve (Kurve der Maximalspannung) stellt die zwischen den 
Werten f und t' bestehende Funktion graphisch dar, wobei 
wieder 

.V = 3 mm ■ / und y = 1,2 mm ■ /' 

gesetzt ist. Der Gebrauch dieses Blattes ist aus folgendem 
Zahlenbeispiel zu entnehmen. Es sei ;' = 30" und t' = 16° ge- 
geben. Man gehe auf der Horizontalgeraden durch den mit 
16" bezeichneten Ordinatenpunkt bis zum Schnittpunkt mit der 
Kurve, dann von diesem mit Hilfe eines in der Richtung der 
Abszissenachse beweglichen „Index", der in der Figur gestrichelt 
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angedeutet ist, parallel zur Ordinatenachse nach oben bis zum 
Schnittpunkt mit der durch den Ordinatenpunkt 30" gehenden 
Horizontalgeraden. Die durch den letztgenannten Schnittpunkt 
gehende Radiante trägt als „Kote" den gesuchten Zahlwert 

Drittes Beispiel: Kollineare Rechentafel (nomo- 
gramme k alignement). 

Bezeichnet b die in Millimetern angegebene Korrektion, 
welche von dem bei l" C. in Millimetern Quecksilber abgelesenen 
Baro meterstand e / abzuziehen ist, um letzteren auf o^C. zu 
reduzieren, so gilt die Beziehung: 

t = 0,00016 pL 
In der Fig. 44 sind auf den mit (/), {b) und {l) bezeichneten 
Geraden (deren erste beiden parallel sind) in bestimmter Weise 
die Skalen für die Ver- 
änderlichen p, £, t aufge- 
tragen und zwar so weit, 
als praktisch Werte für 
sie in Betracht kommen. 
Wie diese Skalen im ein- 
zelnen zu konstruierer\ 
sind, wollen wir hier nicht 
wiedergeben, da dies zu 
weit führen würde. Die 
"^'^■"^ ^'' Anwendung der erhalte- 

nen, in der Figur in verkleinertem Maßstabe dargestellten 
Rechentafel ist dann einfach folgende: Ist z. 3. p = 640 mm 
und ^=25" gegeben, so verbinde man die entsprechend be- 
zeichneten Punkte der Skalen [p] und (/) durch eine Gerade 
und lese an dem Schnittpunkte mit der dritten Skala (e) die 
„Kote" £ = 2,56 mm ab, welche den gesuchten Wert darstellt. 
Überaus zahlreich sind die Anwendungsgebiete der Nomo- 
graphie, wie die mannigfachen veröffentlichten Beispiele aus 
Physik, Ingenieurwesen, Nautik, Astronomie, Versicherungs- und 
Finanzwissenschaft, Geodäsie und Mihtarwesen dartun. ^) Das 
umfassendste, an solchen Beispielen reiche Werk (480 + XIV S.) 

1) Wegen der näheren Literatur ikI. wieder R. JlKH.uKh., Referat über 
numerisches Rechnen, Eiicykl. dpj- miilh. "Wiss. Bd. I, Abschnitt B, IV, p. 1034 
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ist M, n'OcAGNE (Inge- 
nieur und Professor an 
der Ecole des Fonts et 
Chaussees inParis),Tr al- 
te de nomographie, 
Paris 1899. D'Ocagne 
selbst hat seit 1884 zahl- 
reiche Einzelabhandlun- 
g-en über diesen Gegen- 
stand veröffentlicht ; 
seine letzte Arbeit hat 
den Titel: „Sur U r^- 

solution nomogra- 
phique des triangles 
spheriques", Comptes 
rendus, Paris 1904, p. 70 
bis 72. In Deutschland 
erschien als erste grund- 
legende Arbeit über die 
Nomographie Chr.A.Vo- 
üELKK, Anleitung zum 

Entwerfen graphi- 
scher Tafeln, Berlin 
1877, während in der 
Folge besonders die Hm. 
A. Adler und R. Mehmke 
über diesen Gegenstand 
geschrieben haben. Ich 
erwähne noch: H. Flkle, 

Rechenblätter, 
Wissenschaftliche Bei- 
lage zum Jahresbericht 
der IX.Real5Chule, Berlin 
1 902, sowie meine eigene 
Schrift: Über die No- 
mographie von 
JVLd'Ocagne, eine Ein- 
führung in dieses Ge- 
biet (Leipzig 1 900, 47 Sei- 
ten), in der auch die obi- 




Figur 45. Gr;iphisch«r Fahiplan gfiltig lom i Mai 1904. 
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gen drei Beispiele näher besprochen sind. Für uns kommen natür- 
lich, wie ich ausdrücklich hervorheben möchte, wesentlich die 
Methoden in Betracht, wie solche Rechenblätter zu zeich- 
nen sind, doch mu£ ich näher darauf einzugehen mir hier 
versagen. 

Eine in naher Beziehung zu diesen Betrachtungen stehende 
praktische Anwendung bieten die im amtlichen Verkehr ge- 
bräuchlichen graphischen Eisenbahnfahrpläne dar, wofür 
Figur 45 ein Beispiel gibt, Sie gestatten zu jeder Zeit den Ort 
des einzelnen Zuges und ähnliches abzulesen; die Geschwindig- 
keit des Zuges wird femer durch tg k gegeben, wo u der Nei- 
gungswinkel seiner Geraden gegen die Ordinate nlinie ist. 

Daß endlich auch die abstrakteste aller mathematischen 
Disziplinen, die Zahlentheorie, zu graphischen Darstellungen 
Anlaß gibt, zeigt die auf Zahlengitter sich stützende geometrische 
Behandlung der quadratischen Formen, die bereits C. F. Gauss 
vielfach bei seinen krist all o graphischen Arbeiten verwandt hat.') 

VI. Geodäsie. 
Haben wir bisher die Beziehungen der darstellenden Geo- 
metrie zu den Nachbargebieten der Mathematik und Physik 
besprochen, so wenden wir uns nunmehr den Anwendungen in 
praktischen Gebieten zu. Man kann oft beobachten, daß dem 
Schüler die Anwendungen auf einfache praktische Aufgaben 
die größten Schwierigkeiten bereiten, obwohl die entsprechen- 
den theoretischen Aufgaben ihm sehr verständlich sind. Dies 
muß um so mehr Veranlassung sein, in den theoretischen Unler- 

i) C. F. Gauss, Gesammelte "Werke, Bd. 11 (1876) p. 188 ff. und p. 305, sowie 

A. Bbavais, Memoire sur les systJmea form^s par des points distri- 
bues reguliärement, Journal de rtcole Polytechnique , Cah. 33, 1848, 
mit anderen kriätallograpMsclien. Arbeiten als Bnch| erschienen: Etudes 
ctistallographiques, Paris 1866, in deutscher Übersetzung von C. und 
E. Blasitis, Ostwalds Klassiker, Nr. 90, Leipzig 1897; 

L. SOHNCKE, Entwicklung einer Theorie der Kristallstrukf ur, Lci]i/.ie 
1879 und 

A. SCHÖNKLIES, Kristallsysteme und Kristallstruktur, I.eipiig 1891. 
Von neueren zahlentheuretischen Arbeiten vgl. etwa; 

F. Klein, Ausgewählte Kapitel der Zahlentbeorie, Vorlesungen, gehalten 
im Winter 1895/96, ausgearbeitet von A. Sommkefeli), aiitOKi*. erschienen 
bei B. G. Teubner, Leipzig 1896, sowie ein demnächst erscheinende.'! Buch von 

H. Minkowski, Vorlesungen über Zablentheorie, Leipzig 1904. 
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rieht nach MögUchkeit praktische Beispiele einzufiechten. Wir 
wollen nun zunächst die Geodäsie einschließlich der Mark- 
scheidekunst und Nautik besprechen. Die rechnenden und 
beobachtenden Methoden, die sie zumeist benutzt, werden uns 
hier weniger angehen. Ihretwegen verweise ich auf die Ab- 
handlung von Hrn. E.Wiechert, Einführung in die Geodäsie, 
in den Veröffentlichungen des früheren Ferienkursus (vgl. Anm. 
p. 63), insbesondere auch auf die dort p. iii — 112 angegebene 
Literatur, und nenne daraus besonders, was die Verwendung 
der Geodäsie in der Schule betrifft, G. Degenhärdt, Praktische 
Geometrie auf dem Gymnasium, Programm, Frankfurt a. M. 
i8g6. Natürlich findet sich auch bei dieser Behandlung der 
Geodäsie vielfach Gelegenheit, exakte Zeichnungen auf Grund 
der Messungen und Ausrechnungen auszuführen. Ich kann 
Ihnen hier einige recht schön ausgeführte Blätter vorlegen^ 
welche in den von Hm, Wieciiert abgehaltenen Ubung'en an- 
gefertigt sind; sie stellen eine Nivellierung und eine Klein- 
vermessung in den Wallanlagen Göttingens dar. 

Wir wollen aber jetzt solche hierher gehörige Anwendungen 
näher besprechen, die noch mehr von den Methoden der dar- 
stellenden Geometrie Gebrauch machen,') Ich nenne zunächst 
die wichtige Darstellungsart der kotierten Projektionen 
(Fig. 46 a, b, c). Kin Punkt des 
Raums wird durch den Fuß- 
punkt seines Lotes auf die Zeichen- 
ebene und eine beigesetzte Ziffer 
(„Kote"), welche seine Höhe 
über der Ebene angibt, gegeben, 
eine Gerade durch ihre ortho- 
gonale Projektion, der in glei- 
chen Abständen die Koten ihrer 
einzelnen Punkte beigefügt sind 
(„kotierte oder graduierte Ge- 
rade"), eine Ebene endlich durch die orthogonale Projektion 
einer Fallinie, die man zum Unterschied von der Darstellung 
der Geraden doppelt auszieht, und ihre Graduierung („Gefälle- 
maßstab"). Letztere deutet zugleich die Projektionen der Höhen- 
kurven (Isohypsen) der Ebene an, die senkrecht zu der Pro- 

l) Vt;I. auch die Anwendungen der Piiotogrammetiic in der Geodiisie p. 164 — [76. 
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jekfion der Fallinie verlaufen. Bereits über die Verknüpfung' 
dieser Elementargebilde bieten sich von selbst mannigfache Auf- 
gaben dar; ich nenne etwa folgende: Die Schnittlinie zweier 
durch ihren GefäUemaUstab gegebenen Ebenen zu 
zeichnen und zu graduieren. 

Ihre Verallgemeinerung findet diese Methode bei der Dar- 
stellung der „topographischen Fläche", einer mit Höhenkurven 
versehenen Karte (Generalstabskarten). Hierfür möge folgen- 
des Beispiel sich anschließende Aufgaben andeuten'); 

Es sei ein Terrain durch seine Horizontalkurven 
bei bekanntem Maßstab (etwa i : 200 für Höhen und 

Längen) ge- 

ge- 




zwei gegebenen 
Punkten. /undÄ 
des Terrains (Lö- 
sung durch ein 
Näherungs- 



verfahr. 



"); 



b) die Linie des stärksten Gefälles von einem gegebenen 
Punkt C des Terrains aus (Fig. 47).^) 

Wir gewinnen hier unmittelbaren Anschluß an Probleme 
der Variationsrechnung, wie der Aufsalz von Hm. E. Zürhei.o, 



1) Näheres über kotierte l'iojektionen finden Sie in Chr. 
buch der darstellenden Geometrie, Bd. I, p. 25 und p. ic 
1884, Bd. II, p. 388—402, Leipzig 1887, sowie in 

G. A. V. Peschka., Kotierte E 
Von speziellen Arbeiten se 
leren Böschungswinkel und das wahre Areal einer topographischen 
Fläche, Sitzungsberichte der Kgl. Bayerischen Akademie, math. ■ phys. Klasse 
Bd. XX, München 1890, p. 35—82. 

2) Um eine deutliche Vorstellung von dem beispielsweise durch Fig. 47 dar- 
gestellten Terrain zn erhalten, schneide man aus starker Pappe einzelne Stucke aus, 
die je durch eine der Höhenkurven begrenzt werden, nnd klebe sie so aufeinander, 
daß die Projektionen der Kanten auf das unterste Stück die Fig. 47 ergeben. Dasi 
so entstellende treppenförmige Terrain ist dann nur noch abzuschrägen. 
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Zur Theorie der kürzesten Linien, Jahresbericht der Deut- 
schen Mathematik er -Vereinigung, Bd. XI, Leipzig 1902, p, 184 
bis 187 näher erkennen läßt. Dort wird z. B. für zwei Punkte 
einer topographischen Fläche die kürzeste unter allen Ver- 
bindungslinien g-esucht, deren Steilheit eine gegebene Grenze «„ 
nicht überschreitet, „ein Problem, wie es praktisch angenähert 
verwirklicht ist beim Bau von GebirgsstraJüen". Die Lösungen 
dieses Problems setzen sich zusammen aus kürzesten geodäti- 
schen Linien, soweit sie nirg^ends zu steil sind, und aus Kurven 
konstanter Steilheit x„ („Kletterkurven"). Doch auch nach 
mancher anderen Richtung' finden wir den Anschluß an höhere 
geometrische Untersuchungen, beispielsweise an die Theorie 
der Flächen gleichförmiger Neigung"), sowie an die Cy- 
klographie von Hrn. W. Fieulkk,^) 

Ich möchte Ihnen schließlich noch einige kleinere prak- 
tische Aufgaben mitteilen, die sich an die Topographie an- 
schließen, und zwar ebensowohl mit den Methoden der kotierten 
Projektionen wie auch zweckmäßig mit den gewöhnlichen Me- 
thoden der darstellenden Geometrie zu lösen sind. Letzteres 
macht die Aufgaben besonders für den Elementarunterricht 
brauchbar. 

Aufgabe i. Ls soll ein Weg von gegebener Breite b 
und gegebenem Steigungswinkel k den gezeichnet 
vorliegenden Damm bis zum Punkt D gerade hinauf 

1) Eine Fläche gleichförmiger Neigung ist eine aolche abwickelbare 
Flüche, deren BÖschiingsebenen (Tangentialebenen) alle gleich geneigt sind gegen 
eine feste horizontale Ebene. Ist insbesondere die „Leitlinie" in der Grundrißebene, 
d. h. die in ihr gelegene Schnittlinie der Fläche, vom zweiten Grade, so ist die 
Flache gleicher Neigung von der vierten Kksse. Vgl. J. DE LA Goikneeie, Geo- 
metrie dSscriptive, Bd. 11, 2. Anfl., Paris 1880, p. 105—127; Chk. Wiener, 
Lehrbuch der darstellenden Geometrie, Bd. n, p, 387—388; F. Auekbach, 
Die Gleichgewichtsfiguren pulverförmiger Massen, Aniialen der Physik, 
rv. Folge, Bd. V, Leipzig 1901, p- 170 — 319, woselbst diese Flächen als erste 
Annäherung der über einer geschlossenen Kurve in einer horizontalen Ebene er- 
richteten Sandhaufen voikommen. 

2) VgL W. FlFJHBR Cyklü"r-iphie oder Konstruktion der Auf 
gaben über Kreise nd K.ug n d m K 
und Kugelsysteme, p SB En Puik «d d hdnFßnk 
seines Lotes auf die Z n b n nd d n K um d n m d H 
Radius dargestellt. D h h B d B 
handlung des AppoUom n P b K K ru 

p. 161 ff. daselbst). 
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geführt und unter g-egebenem Winkel ß abgeböscht 
werden (Fig. 4Ö}-'} 

Aufgabe 2. Den schräg auf einen Damm führenden 
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Daraus be- 
rechnet: 


20 = 434,28 qm 


r= 2050,61 cbm 



Weg ABCD unter gegebenem Winlcel ß abzuboschen 
(Fig. 49). 

Aufgabe 3. Über einem durch die Ebene {e,, e^ dar- 
gestellten abfallen- 
den Gelände ein hori- 
zontales, ebenes Ter- 
rain mit gegebenem 
Grundriß ABCD ab- 
zuboschen bei ge- 
gebenem Böschungs- 
winkel ß = 60" (Fig. 50). 
Aufgabe 4. In dem 
gezeichnet vorlie- 
genden Ufergelände 

die Böschungs- 
flächen einer über 
den Fluß zu legenden 
horizontalen Eisen- 
bahnspur ABCD zu 
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1) In dieser Figur ist der Winkel a der bequemen Zeichnung wegen gleich 
15" gewählt, was einer Steigung von i ; 3,7 entspricht. Da diese Steigung selbst 
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Grund- und Aufriß 
gegeben ist, (Bö- 
schungswinkel 
/i ^ 60", Fig. 5 1 , MO 
LN\ AD'). 

Auf die Lösungen 
dieser Aufgaben, wie 
sie durcli die Figuren 
gegeben werden, kanu 
ich hier im einzelnen 
nicht eingehen; ich will 
nur hervorheben, daß 
sie sich auf die Hilfs- 
aufgabe stützen: Durch 
eine gegebene (hori- 
zontale oder geneigte) 
Gerade die Ebenen 
untergegebenerNei- 

gung /5 gegen die Grundrißebene zu legen. Doch mochte 
ich noch bemerken, daß sich Gelegenheit bietet, einmal den 
Schüler zur Anfertigung kleiner Modelle zu diesen Aufgaben 
anzuregen, so- 
dann aber zu den 
Sätzen der rech- 
nenden Stereo- 
metrie Be- 
ziehung zu neh- 
men. So ist bei- 
spielsweise in 
Fig. 48 die wahre 
Größe z() = i ■ 11 
der beiden Bö- 
schungsflächen 
AGDv.r^6.BHC 
und das Volu- 
men V der zur 

fiir FuBf.'ünger zu groß ist (vj;l. E, WiECHii:KT, Einführung i 
Fcrienkuisvoitrage, gesammelt von E. Kiein und E. RlECKl?, I 
— yij, SD mag man den. Weg mit Treppenstufen versehen annch 
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64 -f>. Schilling: 

Aufschüttung des Weges nötigen Erdraasse als Summe des 
Volumens K, = ^-^ des dreiseitigen Prismas ^\l)V BCU und 
des doppelten Volumens 2V^^ — — der dreiseitigen Pyramide 
BCUll berechnet, wozu die nötigen Stücke aus der Zeichnung 
entnommen wurden, soweit sie nicht gegeben sind. Da auch 
für die gegebenen Stücke bestimmte Zahlenwerte angenommen 
sind, so können die Größen O und V auch rein rechnerisch er- 
mittelt werden und die so gefundenen Resultate mit den aus 
der Zeichnung entnommenen verglichen werden, um eine Kon- 
trolle für die Genauigkeit der Zeichnung zu haben (vgl. p, 25 ff,).^) 
Eine Fortsetzung dieser Aufgaben bildet die Methode des 
Auf- und Abtragens für die Ebenung eines hügeligen Ter- 
rains (Massenausgleichung. Calcul de profils de remblai et de 
d6blai).=) 

VII. Astronomie und mathematische Geographie. 
Ich erwähne zuerst die Gnomonik, d. h. die Kun.st, 
Sonnenuhren zu konstruieren, die ja besonders im Mittelalter 
bis ins 15. Jahrhundert hinein von der höchsten praktischen 
Bedeutung war. Die ihnen gemeinsame Einrichtung besteht 
bekanntlich darin, daß durch die Länge des Schattens, den ein 
von der Sonne beschienener Stab („Gnomon") auf eine Ebene 
wirft, die Zeit (wahre Sonnenzeit) angegeben wird. Meist wird 
der Stab parallel zur Erdachse gewählt. Steht dann noch die 
Ebene senkrecht zum Stab, so bekommen wir die einfachste 

i) Die Anregimg iu den Aufgaben l und 1 verdanke ich Hrn. G. HArcK, <kr 
auch Ideine zugehörige Jlodelle in seiner Sammlung besitzt. Aufgaben ähnlicher 
Art aus der Markscheidekunst (dem geodätischen Messen beim Bergbau) siehe bei 
E. Gerländ, Erster kurzer Abriß der darstellenden Geometrie, Leip/.lg 
1899; vgl. auch C. H. MÜLLER und O. Presler, L c. p. i83 — 194, sowie die An- 
merkungen 96 und 97, p. 314 daselbst. 

3) Vgl. E. GlESEUtR, Lehrbuch des Erdbaues, Bonn 1895, 1. Aufl.; 

F. W. DÜNKELBERG, Encyklopadic und Methodologie der Kultur- 

technik, Bd. I, Braunschweig 1883, p. 433 — 483; 
A. GoKRlNfi, Massenermittelung, Massenverteilung und Transport- 
kosten der Erdarbeiten, BerUn 189O, 2. Aufl.; 

G. Darios, Cubature des terrasses et mouvement des terres, Paris 189;; 
sowie die umfassende tlieoretische Arbeit: 

P. AvfKLL, Memoire sur les deblais et les remblais des i.yst^mes 
Continus ou discontinus, M^moires pt^sentiJs par divers savanfs .\ 
l'Acadcinie des Sciences de I'Insütut de "France, t. 29, Paris 1886. 
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Art des „Zifferblattes"; man braucht einfach nur um den Fuß- 
punkt des Stabes einen Kreis zu beschreiben, ihn durch Radien 
in 24 gleiche Teile zu teilen und die also um je 15° von- 
einander abstehenden Teilpunkte mit den Stundenziffem zu 
versehen. Die Uhr ist dann so zu orientieren, daß der 12 Uhr 
Mittags zeigende Radius mit dem Meridian des Ortes zusammen- 
fallt. Zu bemerken ist jedoch noch, daß im Sommer auf die 
eine, im Winter auf die andere Seite der Ebene dieser „Äqua- 
torialuhr" der Schatten des die Ebene durchdringenden Stabes 
fällt. Aus diesem einfachen Fall ergeben sich aber leicht auch 
die anderen Konstruktionen der Sonnenuhren. Man kann, wäh- 
rend der Stab wieder zur Erdachse parallel ist, die Ebene 
auch horizontal („Horizontaluhr") oder vertikal {„Vertikal- 
uhr") wählen und im letzteren Falle sie von Westen nach Osten 
{„Mittags- und Mitternachtsuhr") oder von Norden nach 
Süden („Morgen- und Äbenduhr") orientieren. Die Eigen- 
arten dieser verschiedenen Ausführungen sich zu überlegen, 
darf ich Ihnen wohl selbst überlassen. So zeigt beispielsweise 
die Mittagsuhr nur an den Tagen der Tag- und Nachtgleiche 
die Zeit von 6 Uhr morgens bis 6 Uhr abends an, sonst stets 
weniger. Erwähnen will ich nur noch, daß für die geographi- 
sche Breite (p der Winkel ff, den der Schatten des Stabes zu 
einer beliebigen Zeit mit dem im Meridian liegenden Schatten 
um 12 Uhr mittags bildet, für die Horizontaluhr durch die 

Gleichung 

tgß^smrptgv, 

für die von Westen nach Osten orientierte Vertikaluhr durch 
die Gleichung 

tg ö =- cos tp igt 

gegeben wird, wo t den Stundenwinkel der Sonne, d, h. den 
dem Winkel ff bei der Aquatorialuhr entsprechenden Winkel 
bezeichnet. Aus diesen Formeln 
läßt sich eine einfache Konstruk- 
tion von ö bei gegebenem ip und r 
ableiten, wie sie die Figur 52 z. B. 
für den ersten Fall angibt. 

Die Figur 53 gibt die Ausfüh- Fifiur^;." 

rung der folgenden speziellen Aufgabe: 

Den Ort für den Schatten des Endpunktes eines 
auf der horizontalen ersten Tafel senkrecht stehenden 
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Stabes Sr für 

den 21. Juni 
bei gegebener 
Breiteq[){5i"3r' 
für Göttingen) 
zeichnen, sowie die 
Zeiten des Auf- und 

Unterganges der 
Sonne graphisch zu 
ermitteln. 

Die im Grund- und 
Aufriß konstruierte Fi- 
gur 5 3 benutzt die Hilfs- 
mittel der Zentralkolli- 
neation, die natürlich 
für den Schulunterricht 
durch einfachere Me- 
thoden zu ersetzen sind. 
Durch den Endpunkt S 
des Stabes ist die zur 
Erdachse parallele Ge- 
rade SF und senkrecht 
zu dieser eine Hilfs- 
ebene (ßi, £;) gelegt, die 
dann um ihre erste 
Spur c, in die erste 
Tafel umgelegt ist. Auf 
dieser Hilfsebene würde 
der Endpunkt des Schat- 
tens während des Tages 
einen Kreisbogen be- 
schreiben, der in 

der Umlegung 
durch den Kreis- 
bogen um /■'„ ge- 
geben ist. Mit 
diesem ist der 
gesuchte Ortzen- 
tr alkoll in ear ver- 
wandt mit .^o als 
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68 i-'r. SchilUiiii: 

Zentrum der KoUmeation, wo S„ der ebenfalls in die erste Tafel 
umgelegte Punkt .S' ist. Der gesuchte Ort ist ein Hyperbel- 
ast; die seinen Asymptoten entsprechenden Kreistangenten 
berühren den Kreis in den Punkten, deren Stundenziffern 
die Zeiten des Auf- und Unterganges der Sonne, nämlich 
3'' 43"''" und 8'' 17™'", angeben. — Die im Grund- und Seitenriß 
gezeichnete Figur 54 gibt die Konstruktion für eine solche Ab- 
änderung der obigen Aufgabe, daß der Stab ST der Erd- 
achse parallel und die Ebene der Sonnenuhr vertikal 
und von Westen nach Osten orientiert ist (Mittagsuhr). 

Die älteste geschichtlich erwähnte Sonnenuhr ist die des 
Königs Abas {730 v. Chr., vgl. 2 Kön. 20, g — 11). Eine recht 
interessante Sonnenuhr, die z. B. auch zu jedem Sonnenstande 
(ohne daß man den Mittag abzuwarten braucht) die Mittags- 
höhe der Sonne abzulesen gestattet, ist von Herrn Geheimrat 
F. Reuleal'x konstruiert.') Zum weiteren Studium sei auf die 
Literatur verwiesen.") 

Zweitens will ich noch kurz auf die Lehre von den Karten- 
projektionen hinweisen. Ich kann Ihnen hier eine Reihe von 
Zeichnungen (Merkator-, Globular-, Kegel-, Fiamsteedprojek- 
tionen usw.) vorlegen, die ich selbst als Sekundaner angefertigt 

I] Das Original ist in seinein Garten aufgestellt; die Sonnenuhr wird angefertij^ 
vom Jlcchaniker Meißner, Berlin, Frieikichstr. 71 (Preis 30O Mark). Wegen ihrer 
Beschreibung vgl. den Aufsali „Die Uhtcuausstellung in der Urania", Deutsclie 
Dhrmachcrzeitimg , XXII. Jahrgang, Berlin 1K98, p. 472 ff. Dort sind auch inter- 
essante indische Pilfierstälie besohrieten, die den Dienst e 
einen solchen besitzt jetzt das Museum für Zeitmeßkiinde 
2) Es sei genannt; 
K. VON LiTTROW, Gnomonik, 1. Anil., Wien 183)!; 

R-SüNNDiiRFEK, Theorie und Konstruktion der Sonnenuhren, Wien iU,\: 
J. JIorxKT Gnomoniiiuc "r-iphique - \ull., Paris 1884: 
R. Wolf. Handbuch derAstr nomie Eister Halbband, Zürich iBcio,p. +29 H., 
woselbst ]) 43"" — 433 besonders die altere IJteratur des 16. und 17. Jahr- 
hundertf ii,an n engestellt ist 
P, Kkamfb. (t als Schulrat n Migdebui^) Darstellende Geometrie am 
Realgymnisium Programm Hille a S. 1890 (daselbst im Anhang p. sSiT. 
„Über tionncnuhien in Anschluß in die Darstellung in C. F. A. l.KBoy, 
Tcaite de stereotomie, 13. Aufl., Paris l8g8, p. 175— 193). 
Ein historisch interessantes Buch, das ich Ihnen in einem Esemiilar imserer 
Sternwarte vorlegen kann, ist; 

J. S. D0PPKI.MAVR, Neue und gründliche Anweisung, wie nach eiQCr 
universalen Methode große Sonnenuhren ... /,u ver/.eie h neu, 
Xürnberg 1719. 
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habe , und ich erinnere mich gern , welche Freude es mir 
machte, unserem philologisch gebildeten Lehrer bei der mathe- 
matischen Ausgestaltung seines Unterrichts behilflich zu sein. 
Bekannt ist ja auch die innige Beziehung, welche die zuerst von 
Hipparch (160—125 ^- Chr.) entwickelte, später von Ptolemäus 
vervollkommnete stereographische Projektion zur Transformation 
der reziproken Radien, mit ihr viele andere Projektionen zur 
Flächeutheorie (konforme und flächentrene Abbildungen')), die 
Merkatorprojektion zur Nautik besitzen (Abbildung der Loxo- 
drome, d. h. der von einem Schiff bei unverändertem Kurs be- 
schriebenen Kurve).') Ich will mich damit begnügen, die wich- 
tigsten Lehrbücher zu nennen: 

K, ZöPPKiTZ, Leitfaden der Kartenentwurfslehre, Leipzig 

1884; 
A. TissoT, Die Metzentwürfe geographischer Karten 
nebst Aufgaben über Abbildung beliebiger Flächen 
aufeinander, deutsch von E. Hammer, Stuttgart 1887; 
H. ZoNDEKVAN, Allgemeine Kartenkunde, ein Abriß ihrer 
Geschichte und Methoden, Leipzig 1901. 
Eine erste Einführung gewährt auch 

E. GrELCiCH, F. Sautek und P. Dikse, Kartenkunde (Samm- 
lung Göschen Xr, 30), Leipzig igoi).') 

VIII. Kristallographie. 
Auch von dieser Anwendung der darstellenden Geometrie 
brauche ich Ihnen nicht ausführlich zu berichten, da sie Ihnen 



i geht 1 



1) Vgl. C S H F g 

lyoi, p. 83-S9 

aJDadiLIr inmbbgPkb Am p 

eine endliclie BnL hZ hhhif 

gebrauchen wü d 
Norilpul zu ert h 

3) Hr. G. Hoi^ziiuL 
Itunde ein, mau sehe i. I 
1886; als Sonderabdmclt 
erschien: Einige Aufgaben der darstellenden Geometrie und der Karlo- 
üraphie, die mit der Theorie der isogonalen Verwandtschaften zu- 
sammenhängen, Leipzig 1883. — Eine Reihe kleiuerer Aufgaben der mathe- 
matischen Erd- und HimmelsUunde geben auch C. H. MÜLLER und O. Presler 1. c, 
p. 83 — 95, i6(j — 17(1, 194 — 196, 277 — 293. Historisch wichtig ist J. H, Lambert, 
Anmerkungen und ZnsStze num Entwerfen der Land- und Himmels- 
karten, 1772, neu herausgegeben in Ostn-alils Klassikern Nr. 54 von A. Wangekin, 

5' 



1 dgk 



Schriften auch vielfach auf die Karten- 
Stereometrie, Bd. II p. 373. Leip^iS 
der Zeitaclrrift für math. u. naturw. Unterricht, Bd. XIV 
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70 *■'-■ ^^i"im?: 

allen wohlbekannt ist und auch in vielen elementarem Lehr- 
büchern der darstellenden Geometrie das Zeichnen von Kri- 
stallen behandelt wird/) Der Zielpunkt beim Unterricht muß 
indes nicht nur die anschauliche 
Wiedergabe, sonderri auch das 

Studium der geometrischen 
Eigenschaften der Kristalle an 
den Figuren in enger Beziehung 
zu den Betrachtungen der Ste- 
reometrie sein. Die Figur 5 5 zeigt 
beispielsweise einen Würfel mit 
den geraden Abstumpfungen sei- 
ner Ecken und Kanten. Die 
abstumpfenden Flächen bilden 
für sich bei hinreichender Ver- - 
längerung bez. ein Oktaeder und 





ein Rhombendodekaeder. Besonders die Zwillingskristalle bieten 
vortreffliche, zwar auch schwierigere Übungsaufgaben dar, z. B. 
gibt I'"igur 56 die Vereinigung zweier regulärer Tetraeder im 
Grund- und Aufriß, Figur 57 eine solche zweier Würfel (Zwil- 
lingskristall des Flußspats) in Kavalierperspektive. Doch haben 
die Kristallographen noch andere Projektions arten ausgebildet, 
von denen ich folgende beiden nenne: 

a) Die Zeichenebene wird zu einer ausgewählten Ebene 
des Kristalls parallel angenommen, und alle Flächen des Kri- 



■iichung der Kristallügr^i 



t ZahlfnlhPDrie vj;!. p. S», Anm. 
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Anwenduügfn der darstellenden Geometrie. 7 i 

Stalls werden parallel mit sich verschoben gedacht, bis sie 
durch einen im Abstände j von der Zeichenebene gewählten 
Punkt gehen. Die Schnittgeraden dieser Parallelebenen mit 
der Zeichenebene sollen die einzelnen Flächen veranschaulichen. 
Es ist klar, daß die zur Zeichenebene parallelen Kristallflächen 
sich in der unendlich fernen Geraden abbilden, andererseits je 
zwei parallele Kristallflächen dieselbe Gerade liefern. Diese 




Projcktionsmethode wurde von !■'. E. Nüijmaxn (1823) eingeführt 
und nach dem Vorschlage von F. A. Qujinstedt als Linear- 
projektion bezeichnet. 

b) Um den Kristall denkt man sich eine Kugel gelegt und 
von ihrem Mittelpunkt aus auf alle Kristallflächen die Lote 
gefällt; ihre Schnittpunkte mit der Kugel sind alsdann die 
Abbilder der Flächen, Um hieraus eine ebene Zeichnung zu 
erhalten, wendet man auf die Kugel die stereographische Pro- 
jektion an, d. h, die Kugel wird auf eine zweckmäßig gewählte 
Durchmesser ebene, die die Kugel im „Grundkreis" schneidet, von 
dem einen Endpunkt des zu dieser F,bene senkrechten Durch- 
messers aus projiziert (NEmrA?.-NSche Polarprojektion, eben- 
falls 1823 eingeführt). 

Die Figuren 58 und 59 geben diese beiden Projektionen 
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für den durch die Figur 55 dargestellten Kristall des regulären 
Systems, wobei die Geraden und Punkte der Figur 58 und 59 
dieselben Buchstaben tragen wie die durch sie abgebildeten 
Flächen der Fig-ur 55, in der noch den Parallelflächen zu den 
mit Buchstaben bezeichneten die entsprechenden gestrichenen 
Buchstaben zugeordnet seien. 

Die Vorteile dieser Projektions arten beruhen darin, daß 
der Zonenverband der Flächen unmittelbar deutlich hervor- 
tritt, (Qnter einer „Zone" ver- 
steht man die Gesamtheit aller 




Flächen, die zu derselben Kante parallel sind.) Bei der ersten 
Projektionsart gehen alle Geraden, welche die Flächen 
einer Zone darstellen, durch denselben Punkt, bei der 
zweiten liegen die entsprechenden Punkte der Kugel 
auf demselben größten Kreise der Kugel und daher 
bei der stereographischen Abbildung auf einem Kreise 
durch die Endpunkte eines Durchmessers des Grund- 
kreises in der Zeichenebene oder im speziellen auf 
einer Durchmessergeraden selbst, und umgekehrt.') 



nineralogi seile Lelirbücliev : 
nlogie, 14. AiiH., bearbeitet ■ 



e, Btaiinschweig, 3. Aufl. i. 
modellen, Braniischweig l 



I) Aus der Literatur nenne ich 

(.". i'H. Naumann, Elemente de 

F. Zirkel, Leipzig 1901; 

H. Kopp, Einleitung in die Kristallugrapl 
hierzu 6 Tafeln mit Netzen zu Kiistal 
5. Aufl.; 

G. TscHEK.yAK, Lehrbuch der Mineralogie, j. Aufl., Wien 1897; 

Th, Liebisch, Geometrische Kristallographie, Leipzig 18S1, sowie Grund 

riU der physikalischen Kristallographie, Leipzig 1896. 

Bei TsrHEKiiAK sind auf p. 8 noch eine große Reihe weiterer "Werke aul 

,'cführt. Eine Zusammenstellung der Kristall formen in Abbildungen ohne Text gib 

K. Vrba, Kristallographische Tafeln, 3. Aufl., Pr^ (jetzt Berlin) 1876. 



y Google 



IX. Architektur. 
Überreich ist der Stoff, der sich hier für die Behandlung 
in der darstellenden Geometrie darbietet. Ich erwähne zianachst 
von Hrn. G. Halxk die Vorlagen von Motiven, welche meist der 
Kunst des Mittelalters und der Renaissance entnommen sind, 
Übungsstoff für den praktischen Unterricht in der Pro- 
jektionslehre (Parallel-, Zentralperspektive, Schattenlehre), 
Berlin 1888, sowie die g^leichen Zwecken dienenden Gips- 
modelle architektonischer Polyeder (Halle a. S. 1901). 
Ihre Verwendung, über die auch die beigefügten Schriftchen 
sich aussprechen, ist eine überaus vielseitige. Wir heben be- 
sonders hervor die Übung des Verständnisses der gegebenen 
Grund- und Aufrisse, ihre Entwicklung zur Körperlichkeit in 
der inneren Anschauung, die Herstellung des Seitenrisses, des 
Aufrisses über Eck, der Projektion in beliebiger Stellung, die 
Umsetzung in Parallel Perspektive , die zentralperspektivische 
und die reliefperspektivische Abbildung, die Ermittelung der 
Schattengrenzen und Schlagschatten bei den verschiedenen 
Darstellungen nebst Bestimmung der B eleu chtungs int ensitäten 
der einzelnen ebenen Flächen. Die hier ausgelegten Zeichen- 
blätter, denen die Vorlagen oder Modelle von Hrn. G. Haucic zu- 
grunde liegen, mögen zur Veranschaulichung dieser Andeutungen 

Ferner sind für den Unterricht nützlich; 

V. VON Zkpharou-itsch, Kristallographische Wandtafeln für Voi-trä^p 
über Mineralogie, Prag 1877, 
die Sie bei der Besichtigung meines Instituts bereits sahen. 

Vgl. audi A. Bhavais, Note sur les polyedres symetriques di- lii 
gcometrie, sowie Memoire siir les poly6dres de forme syroetrique, 
Journal de niathematiques pures et appliques par Liouville, t. 14, p. 137 — 140 und 
p. 141—180, 1849, deutsch -lon C, und E. Blasius in OsTWALIJs Klassikern, Nr. 17, 
I-eipzig 1890. Von Behandlungen der Kristallographie in den elementaren Lehr- 
büchern der darstcUeuden Geometrie erwähne ich in erster Linie wieder C. H. Mlli.kk 
und O. Prksuck, 1. c. p. 63—83, 140—146, sowie die Anmerkungen 35—47. Dort 
weisen die Verfasser auch auf die Anfertigung von kleinen Papp modeilen der Kristall- 
formen ans ihren Netzen hin, wozu die separat zu beziehenden Netze des Werlces 
Th. Bail, Mineralogie, 12. Aufl., Leipzig 1902, empfehlenswert sind. (Vgl. auch 
G.Knpp, Geometrische Körpernetiie zum Anfertigen vonKörpermodellen 
für den Unterricht in der Geometrie, Bensheim 1887). Femer nenne ich 
G. HOLKMÜLLKK, Elemente der Stereometrie, Bd. I p. 43 und 47, Bd. n, p. 113 
und F. m:NmcH, Die stereographische Projektion und ihre Anwendung 
in der Kristallographie, Programm, Wiesbaden 1897, sowie des lel/.totcn 
Lehrbuch der Kristallberechnung, Stuttgart 1886. 
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dienen (Beispiel: Fig*. 79 p, 97). Doch wird 
man wünschen, noch einfachere architekto- 
nische Gebilde, besonders für den Anfang 
des Unterrichtes, zu besitzen. Natürlich lassen 
sich solche auch als einzelne Teile der Motive 
des Hrn. G. Hauck gewinnen. Zudem bietet 
sich hier so recht die Gelegenheit, auch in 
der darstellenden Geometrie Heimatkunde 
und Heimatkunst zu pflegen, wie dies in der 
Malerei (Worpsweder Schule) mid Literatur 
(Frenssen, Lienhardt) ja auch zur Zeit modern 
ist. In der Tat brauchen wir nicht in ferne 
Gegenden unsern Blick zu lenken und unsere 
'~ Phantasie frei schweifen zu lassen, denn schon 
alle die zahlreichen Gegenstände , die uns 
täglich umgeben, von der Einrichtung des 
Schulzimmers an, geben uns in reicher Fülle 
brauchbare Beispiele an die Hand (Fig. 60, 
Motiv von der Freitreppe des Auditorien- 
Figiir tu gebäudes in Göttingen). Wer femer Gelegen- 

heit hatte, die in den Übungen der Baukonstruktionen an- 
gefertigten Zeichnungen auf unseren Technischen Hochschulen 
kennen zu lernen oder die gelegentlich von Gewerbeschulen 




veranstalteten Ausstellungen der Schülerzeichnungen im Kunst- 
handwerk (Kunsttischlerei usw.) zu besuchen, wird auch hier 
reiche Anregung finden (Mauerwerke, Gebälk Verbindungen, 
Treppen kr üra ml ingc usw.). 
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Zwei Aufgabengruppen möchte ich gerade aus diesen 
letzten Gebieten hervorheben, den Steinschnitt (ster^otomie) 
und die Dachausmittelung. 





/ \^' L 
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Der Steinschnitt umfaßt die besonders bei km mm 11 äch igen 
Gebilden recht komplizierte Lehre, wie die einzelnen Steine 
eines aus Bruchsteinen aufgeführten Bauwerkes in Kavalier- 
perspektive zu konstruieren sind, wesentlich zu dem Zwecke, 
damit aus diesen Zeichnungen selbst die wahren Waße für die 
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Fertigstellung- der Steine entnommeii werden können. Diese 
Kunst war schon im Altertum bekannt.') Die Figuren 6i a, b, c 
zeigen die vorgegebenen drei Risse einer Fensterumrahmung 
und die daraus folgende Konstruktion des links oben befind- 
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Anwendungen der äarstellmden Geometrie. -j-j 

Die Lehre von den Dachausmittlungen zeigt, wie über 
dem gegebenen Grundriß des Gebäudes die Dachflächen unter 
bestimmten Annahmen, meist bei gegebener Neigung der 
ebenen Dachflächen, zu errichten und ihre wahren Gestalten 
zu bestimmen sind. Die Zeichnung (Fig. 62 a) gibt ein solches 
Beispiel, zu dem ein Gebäude in Göttingen (Fig. 62 b) die An- 
regung gegeben hat. Ist der Dachgrundriß ein gewöhnliches 

Viereck AB CD, und will j^ ^- 

man eine horizontale First- 
kante EF haben, so pflegt 
man drei Dachflächen eben, 
die vierte CDEFaXs Stuck 
eines hyperbolischen Para- 
boloids auszubilden, was 
gewiß besonderes mathe- 
matisches Interesse bietet 
(Fig. 63).') " „,„.,. 

X. Maschinenlehre oder angewandte Kinematik, 
Wir haben schon bei der Betrachtung der reinen Kine- 
matik einzelne kleine technische Anwendungen kennen gelernt, 

i) Als Literatur zu diesen Aufgabengniiipen. nenne ich: 
C. F. A, Lkrüy, Trait^ de stf r^otoniie, augnientee d'un Supplement; Theorie 
et constmction de l'appareil h6Hcoidal des arches biiiises jiar 
J. ]1B r^ GouKNERir,, 2 Bde. (Text und Atlas), 13. Aufl., Paris 1898 (deutsch 
übersetzt von E. F. Kauffmann, Stuttgart 1883); 
]. IJR L.\ GorUNKHiK, Cousjdär Btlous geometriques sur les arches 
biaises, Annales des Ponts et Chaussies II, Paris 1851, p. 82 — llj, 
Note sur les arcbes biiiises, ebenda V, Paris 1853, p. 281 — 288, 
Memoire sur l'appareil de l'arche biaise, suivi d'une analyse 
des principauK ouvrages publifs sur cette quesliou, Anuales du 
Conservatoire des Arts et M6tiecs IX, Paris 1873, p. 352 — 406 {auch se- 
parat erschieuen), Expeiiences pour d^lerminer la direction des 
1 re^Moni; dins les arches biaises, Comptes Rendus 1879, p. 302 
— 308 (Belnndlimf, der \ufgabe, durch einen Eisenbahndamjn eine schräj; 
A erlaufende Uiiterfiihrung aus Bausteinen herzustellen), 
und du ]) 8 genannten technischen Lehrbücher der darstellenden Geo- 
metrie von W H Bj-HSb. {Bd II p 46—93) und J. Yonijerlinn (Bd. I p. 72—84 
und 159—166 und Bd II p y2— 125) endlich: 

J. WiLUT, Pralttische Beispiele aus der darstellenden Geometrie für 
Lehranstalten mit tau- oder kunstgewerblicher Richtung, 
1 Lieferungen, Wien 1895 und 1902. 
■yVegen der Anwendungen der Photogrammetrie in der Arcliitektur vgl. ]>. 159 — 164. 
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die eine unmittelbare Veranschaulichung* der theoretischen Sätze 
darstellten. Naturgemäß bietet die Praxis des Maschinenbaues 
zahlreiche weitere solche Anwendungen dar, bei denen die 
geometrische Anschauung eine wesentliche Rolle spielt, wenn 
auch darüber hinaus dynamische Vorgänge (Elastizität, Reibung, 
therm o dynamische Prozesse usw.) im Vordergrunde stehen. Ich 
denke indes weniger an solche Aufgaben, wie sie der prak- 
tische Ingenieur immer unter Händen hat, einzelne Teile der 
Maschine (Schraubenkörper, Achsenlager, Kreuzkopf, Riemen- 
trieb usw.) durch Zeichnungen zu veranschaulichen, was gewiß 
auch gute Übungsbeispiele bietet. Vielmehr möchte ich neben 
der geometrischen Theorie der Steuerungen ein für uns 
besonders interessantes Gebiet der Maschinenlehre erwähnen, 
das von den geometrischen Sätzen der Kinematik, vor allem 
von den p. j2 f. entwickelten Sätzen der Polbahnen und der 
Erzeugung der zyklischen Kurven in umfassender Weise Ge- 
brauch macht, nämlich die Verzahnungs theorie. Es han- 
delt sich hier um das Problem, die Umdrehung um eine fest 
gelagerte Achse ?I auf eine zweite ebenfalls feste Achse 58 
durch Druckkräfte mit Hilfe von Zahnrädern zu übertragen. 
Je nachdem die Achsen parallel sind, sich schneiden oder 
kreuzen, unterscheidet man in der Technik Stirnräder (zylindri- 
sche Räder), Kegel- und Hyperboloidräder.') Beschränken wir 
uns auf die erste Art, so kommt geometrisch nur der zu den 
Achsen senkrechte Querschnitt der beiden Räder in Betracht, 
und die zu lösende Aufgabe besteht darin, die wesentlichen 
Begrenzungen der Zähne einem gegebenen Verhältnis derWinkel- 
geschwindigkeiten für beide Achsendrehungen entsprechend zu 
konstruieren. Zumeist wird dies Verhältnis konstant sein; für 
diesen Fall sind als wichtigste Arten der Verzahnung d i e 
Zykloiden-, die Triebstock- und die Evolventenverzah- 
nung ausgebildet, je nachdem Bogen von Zykloiden oder von 
ihren Äquidistanten und Kreise oder Bogen von Kreis evolventen 
die wesentliche Begrenzung der Zähne bilden. Dem entsprechen 

I) V{;1- meinen Auftali; Die kinematische Thcürie der Hyperbuloicicn- 
reibnngsrädei, Zeitschrift für Mathematik imd Physik, Bd. 43, Leipzig 1897, sowie; 
ir. DiSTEM, Über Rollkurven und Rollflächen, ebenda Bd. 43 (1898] 
und Bd. 46 (1901I und: Über instant.ine Schraubengeschwindig- 
keiten und die Vcr:^ahnung der i Typerbolo i drSder, ebenda 
Bd. 51 ((904). 
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Anwciuhii:g.;t i/i'r darstellenden Geometrie. yq 

die drei Methoden der Ililfspolbahnen, der Äquidistanten 
und der sekundären Polbahnen für die Konstruktion dieser 
Verzahnung-sarten. Die technischen Lehrbücher geben zwar 
keine dem Mathematiker angepaßte Darstellung dieser Verhält- 
nisse, doch kann ich mich deswegen mit diesen wenigen An- 
deutungen hier begnügen, ^ve'ü ich gerade jetzt hierüber einen 
ausführlichen besonderen Aufsatz veröffentliche: Über neue 
kinematische Modelle zur Verzahnungstheorie nebst 
einer geometrischen Einführung' in dieses Gebiet,') Da 
diese Betrachtungen sich immerfort mit den Begriffen Tan- 
gente, Normale, Bogenlänge, Krümmungsradius, Evolute, Evol- 
vente, Aquidistante, Enveloppe beschäftigen, so sind sie, wie 
ich nebenbei bemerke, zugleich auch geeignet, für die Infini- 
tesimalrechnung, insbesondere für die Behandlung der Theorie 
der ebenen Kurven mit flilfe der Differentialrechnung sehr 
geeignete praktische Beispiele zu bieten. 

XI. Ingenieurwissenschaften oder angewandte graphische Statik. 

Wir knüpfen an die Betrachtung des theoretischen Teils 
der graphischen Statik (p. 4off.) an. Er findet seine Fortsetzung 
in umfassenden praktischen Anwendungen auf die Fachwerks- 
theorie.") Indem wir uns sogleich auf einen speziellen Fall der 
Fachwerke, die Dreiecksfachwerke, beschränken, wollen wir 
folgende Definition voranstellen: 

Unter einem Drctccksfachwcrk verstehen wir die einem 
(meist aus Eisen konstruierten) Bauwerk zugrunde lie- 
gende ebene geometrische Figur, welche so aus Drei- 
ecken kettenartig zusammengesetzt ist, daß jedes Drei- 
eck mit dem folgenden und dem vorhergehenden nur 
je eine Seite gemeinsam hat. Die Seiten bezeichnen wir als 

1) Zeitschrift für Mathematik und Physik, Bd. 51, 1904, p. 1—29, im Sqjarat- 
abiiruclt KUgleicli mit den Hodellen erschienen im Verlage von Martin Scliilling, 
Hülle a. S. 1904. Von der dort genannten Literatur möchte ich hier anfüllten: 

C. Bach, Maschincnelemente, Stuttgart 1901, p. 220—308; 

F. Rfx-i.eaux, Theoictiaclie Kinematil;, Bd. n, Branflschweig 1900, p. 457 

— 473, sume Der Kunslrultteur, Braunuchwcig 1882 — 89, p. 514 — 599; 
1.. BUKMESTKK, I.elirbuch dev Kinematilc, T.eipdg 1888, p. 173—329; 
F. Grashüf, Theoretische Mascliinenlehve, 3 Bde., Leip/.ig 1875-1890, 

Bd. n p. 277 — 290. 

2) Vgl. auch F. Ki.MN, Über technische Mech^inili, in dem IVühtrtn 
S.immelbande, Leipzig 1900, p. 3? — 34. 
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Stäbe und denken sie in Annäherung an die wirklichen Ver- 
hältnisse in ihren Endpunkten, den Knotenpunkten, gelenkig" 
miteinander verbunden. Praktisch ausgeführte Beispiele gerade 
auch dieser einfacheren Fachwerksart begegnen uns im Leben 
überaus hantig, besonders als Brücken-, Dachkonstruktionen 




und Krane. (Beispiele: Fig. 64 und 65.) Von den bedeutendsten 
Fachwerken sind ja besonders der Eiffelturm (Beispiel eines 
räumlichen Fachwerks) und in unserm Vaterland die Müngstener 
Brücke allgemein bekannt. Das Dreiecksfachwerk ist nun mit 
zwei Knotenpunkten A und B auf festem Grunde aufgelagert 
zu denken, von denen einer {Ä) fest, der andre (B) derart als 
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Anwcnduiigm ,h'r .laistelh'mh-n Geometiis, Öi 

beweglich anzusehen ist, daß er sich nur längs einer, meist 
horizontalen Geraden verschieben kann, wie es die Figur 66a 
für einen aus zwei Dreiecken bestehenden Kran andeutet. 
Auf die einzelnen Knotenpunkte des Faclnverks sind die zu 
tragenden T-asten verteilt, bei einer Brücke beispielsweise das 
G-ewicht eines KisenbahnzLiges oder einer sonstigen Verkehrs- 




last, bei einer Dachkonstruktion das Gewicht der Dachdeckung, 
der aufliegenden Schneemasse und der Winddruck'), bei einem 
Kran \or allem das im äußersten Knotenpunkt angreifende 

[| Man pfli ■;! Tglgencle Konstanten hierfür in der Praxis aniunchmon: Gewicht 
einer cinfai hen Zicgeldeckung 102 kg pro qm D:Lclifläche, der Schneelast 75 kg pru qm 
der Horizontalprojeklion des Daches; für den Winddruck gilt: fF^ I30sin*(ii+ lo")kg 
]>r(> ijm Dachflaehe, wo v die Neigung der Dachfläche gegen die Horizontalebene 
ist und 10" erfahrungsgemäß iils der "Winkel der Richtnng des Windes gegen die 
Hcin/onUlebcne g. i.ahlt ist. Vgl. H. F. B. JIÜIJ.ER - Bkesi.ad, Die graphische 
st-itik ,1er Baukons tri!k(i(inen, Bd. I, 3. Aufl., Leipzig 1901, Anhang p. 437 ff. 
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82 I-->-. Schilling-. 

Gewicht des zu hebenden Körpers. So möge z. 13. beim Fach- 
werk der Fig-ur 66 ti im Punkte D die durch K, K^ in Figur 66 d 
darg-estellte Last angreifen. Zwei Aufgaben sind dann unter 
der Annahme einer bestimmten Belastung in Rücksicht darauf 
zu lösen, daß das ganze System im Gleichgewicht ist: Erstens 

sind die „Auf- 




■ la 



reaktio 
zu be- 



stimmen, d. h. 
diejenigen bei- 
d(Mi Kräfte in 
den Auflager- 
punkten A und 
/)', welche die 
Reaktion des 
fe.steii Bodens 
darstellen,zwei- 
tens die Span- 
nungen in den 
einzelnen Stäben. 
d.h. die Druck- bezw. 
Zugkräfte, welche die 
Stäbe bei der Be- 
lastung aus zuhalten 
haben. InjedemStab 
wirken eben von sei- 
nen Endpunkten aus- 
gehend zwei ent- 
gegengesetztgleiche 
Kräfte, die ihn zu- 
sammenzudrücken bezw. auszudehnen suchen. 

In betreff der ersten Aufgabe wissen wir, daß die 
Auflagerkraft im beweglichen Auflager B des Fachwerks in 
der Richtung der Normalen seiner Geraden, d. h. in unserm 
Beispiel vertikal, wirkt. Man wird im allgemeinen Falle eines 
beliebigen Dreiecksfachwerkes am einfachsten die gegebenen 
Kräfte mit Hilfe des Seilpolygons, wie auf p. 42 näher ge- 
zeigt wurde, zu der Resultierenden zusammensetzen. Die Ver- 
bindungslinie A T des Auflagers A und des Schnittpunktes T der 
Angriffslinie der Resultanten mit der Normalen des Auflagers B 
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j^ibt die Angriffslinie der in ^1 wirkenden Reaktion an. Die 
gefundene Resultante ist daher einfach nach dem Parallelo- 
gramm der Kräfte (oder dem Archimedischen Hebelgesetz) in 
zwei Komponenten zu zerlegen, deren Angriffslinien die beiden 
Geraden ^17" und H'J' sind; die gesuchten Auflagerkräfte sind 
diesen Komponenten entgegengesetzt gleich. Die im Gleich- 
gewichtszustand befindliche Gesamtheit der gegebenen Kräfte 
und dieser beiden Auflagerkräfte pflegt man als äußere Kräfte 
im Gegensatz zu den inneren Kräften, den Spannungen, zu 
bezeichnen. In dem einfachen Beispiel der Figur 66 a, wo nur 
die eine \"ertikal nach unten gerichtete Kraft A', A'^ im Knoten- 
punkt U angreift, sind die Auflagerkräfte {/\„/\\ und /v",A",) in 
den Punkten , l und /i auch vertikal gerichtet und ergeben sich 
hier nach dem Archimedischen Hebelgesetz, indem man /y", A', 
(äußerlich) so teilt, daß sich die Teilstrecken A'.A' und J\^A',_, 
umgekehrt verhalten wie die Abstände a und /) der \-ertikaleu 
Angriffslinien in . 1 und /i von der Angriffslinie in JJ. Die Aus- 
führung dieses Teils der Aufgabe geschieht vielleicht wieder 
am besten mit Hilfe eines Seilpolygons (vgl, Aufgabe 3 p. 44); 
es treten auch hier wie früher zwei Figuren 66 a und 66 d, die 
des Fachwerks und die des Kräfteplanes, einander zweckmäßig 
gegenüber. 

Die Losung der zweiten Aufgabe, die Konstruktion 
der Spannungen, wollen wir an unserm Beispiel auseinander- 
zuset/:en uns begnügen. Wir bezeichnen nach dem Vorgange des 
Engländers R. H. Boi\' in der Figur des Fachwerks die einzelnen 
Dreiecke mit den Buchstaben J^, {) und die übrigen F^elder 
der Ebene so mit den Buchstaben A',, J^,, K,, daß zur Seite 
jeder .Vngriffslinie gerade die beiden Buchstaben stehen, welche 
in der Figur 66 d die zugehörige äußere Kraft angeben. Dem 
letzteren entsprechend bemerken wir schon vorab, daß wir die 
Spannungen in einer einzigen Figur, dem „Kräfteplan", so kon- 
struieren wollen, daß die Buchstaben der beiden Felder, die zu 
den Seiten jedes Stabes der Figur 66 a liegen, in jener zweiten 
(Fig. 66 d) die zugehörigen Spannungen angeben. Es ist leicht 
zu übersehen, daß man zunächst die im Punkte J) angreifende 
Kraft K^l\\, in zwei Komponenten längs den Richtungen DB 
und /)C zerlegen muß. Man führt dies am besten aus, indem 
man in Figur 66d durch A'^ die Parallele zu DB und durch A', 
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die Parallele zu I) C zieht. Ist /' der Schnittpunkt beider 
Parallelen, so sind K^F und PK„ nach Größe und Richtung die 
gesuchten Komponenten, — von dem durch gestrichelte Linien 
A',/-', und P,K„ vervollständigten Parallelogramm der Kräfte 
/\\PK„P; ist also wieder nur die Hälfte zu zeichnen aus- 
reichend. Das Parallelogramm können wir ja so in die Figur Ö6a 
verlegt denken, daß JCJ', A',/\ und A',A'„ bezw. mit DB, der 
Verlängerung von JJ C und der Angriffslinie der in D wirken- 
den äußeren Kraft zusammenfallen. Diese Kräfte 7v'/' und 
/"A'r, geben daher zugleich die Spannungen in den Stäben BD 
und CD des Fachwerks an, und zwar erleidet BD eine Druck-. 



CD eine Zugspannung, da die Kraft J-C.P ersteren ; 
zudrücken, PK,, letzteren Stab auszudehnen sucht. Beide Kräfte 
werden natürlich durch die von den Knotenpunkten B und 
C herkommenden, in entgegengesetzter Richtung wirkenden 
inneren Kräfte aufgehoben. Wir denken nun weiter in der 
Figur 66 a den Knotenpunkt D mit seiner äußeren Kraft und 
den Stäben DC und DB fortgelassen, dafür aber in B und C 
die beiden Kräfte A', F und J'K,. nach Größe imd Richtung 
angebracht (Fig. 66b). Dann können wir die in C angreifende 
Kraft PI^„ wieder in analoger Weise wie soeben in zwei Kom- 
ponenten zerlegen längs ,iC' und CB dadurch, daß wir in 
Figur 66 d die Parallelen zu CA durch A', und zu CB durch P 
in Q zum Schnitt bringen. PQ und QK,. sind alsdann wieder 
nach Größe und Richtung die gesuchten Komponenten. Sie 
zeigen zugleich durch ihre Richtungen, daß in C/i Druck, in 
(.'. i Zug herrscht. Endlich denken wir auch den Punkt C mit 
der an ihm angreifenden Kraft /■'A'„ und den Stäben C- 1 und 
CB fortgenommen und fügen statt dessen die diese Kraft 
PKn ersetzenden Komponenten PQ und QA'„ in den Punkten 
A, B angreifend hinzu (Fig. 66c). Außer der Komponente i^A^ 
wirkt auf A noch die äußere Kraft K^K,; beide setzen sich, 
wie man aus Figur 66 d ersieht, zu der durch QK^ nach Größe 
und Richtung gegebenen Resultierenden zusammen. Auf den 
Punkt B andrerseits wirken die noch übrigen Kräfte K^K., 
K,P und PQ, welche nach Figur 66d sich zu der durch K^Q 
nach Größe und Richtung gegebenen Resultanten zusammen- 
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setzen. Die beiden in ^1 und B angreifenden Kräfte (^Ä\ 
und A\(,> müssen sich nun wieder das Gleichg^e wicht halten, 
ebenso ivie die ursprüng-Iiche Gesamtheit aller äußeren Kräfte 
im Gleichgewicht war. Es kommt dann der einfache Satz zur 
Anwendung: 

Zwei Einzelkräfte, die in den Punkten ^1 und J? an- 
greifen, können nur dann im Gleichgewicht sein, wenn 
sie entgegengesetzt gleich sind und in der Verbin- 
dungslinie ^IB wirken. 

Aus ihm folgt: 

In Figur 66d ist auch die Verbindungslinie QJCj zu .IB 
parallel; (>A', und A',(> stellen daher nach Große und Richtung 
die von den Punkten _1 und B ausgehenden Kräfte der im 
Stabe AB herrschenden Druckspannung dar.') Hiermit ist 
zugleich der Beweis für die Richtigkeit unserer Konstruktion 
erbracht. Jlervorhebcn will ich noch einmal, daß sie im wesent- 
lichen nur auf der Anwendung des Parallelogramms der Kräfte 

II Die Spimmmgen haben den Bcilingungcn zu genügen, daß die auf jeden 
Knutcnpunl;t «irkenden, von allen benachbarten Knotenpunkten aus- 
gehenden inneren Kräfte und die etwa auf ihn wirkenden äußeren 
Kräfte im fileichijewicht sind. Diese Bedingungen geben den Ani^atz zur 
hBhg gbDB gm K 
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bestimmten Fachiierke wie die FaLhwerke im Raum (vgl. A. FoPPL, Das FatlinerL 
im Raum, Leipzig 1892, und ferner: Graphische Statik p. 366— 318) sei hiei- 
aueh nur hingewiesen. Vgl. auch das aus persünlichem Verkehr seines Verfassers 
mit C. Ci:LiJAss ]ier\'orgeganeene Werk J. W01.FF, Das Gesetz der Trans- 
formation d«r Knochen, Berlin 1893, wo ausführlich die Beziehung der Fach- 
■werkslheorie lum Aufbau der menschlichen Knochen, yor allem des Obersclienkel- 
knochens behandelt wird, <iie jedoch nach neueren Untersuchungen incht begiündet 
sein soll; die zahkeithen Arbeiten hierüber sind in dem Anhang des Referates. 
O. Fischer, Physiologische Mechanik, Encyklopädie der mathematisdicii 
Wissenschaften, IV, 9 (Leipzig 1904} zusammengestellt. 
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beruht. Als Literatur habe ich hier im übrigen dieselben 
Werke zu nennen, die bereits p, 47f. zusammengestellt sind. 
Es ist als ganz besonders erfreulich zu begrüßen, daß die 
Fach Werkstheorie bereits in einer für höhere Schulen bestimmten 
Aufgabensammlung eine ausführlichere Behandlung unter An- 
schluß zahlreicher Aufgaben erfahren hat, nämlich bei A. Schulke, 
Aufgabensammlung etc. (cf. p. 4) p. 170^181. Daß es aber 
sogar möglich ist, auch den doch sehr wünschenswerten Be- 
weis für die Richtigkeit der Konstruktion, den Hr. Schülkk 
nicht bringt, in einer den Schülern verständlichen Weise zu 
fuhren, gerade um dies zu zeigen, bin ich ausführlicher auf die 
Fachwerkstheorie eingegangen. 



XII. Physiologie und Psychologie. 
Gewiß wird mancher von Ihnen sich schon verwundert ge- 
fragt haben, was denn diese Disziplinen mit der darstellenden 
Geometrie zu tun haben. Doch jedem, der einmal Aufgaben 
der darstellenden Geometrie wirklich gezeichnet hat, wird auf- 
gefallen sein, daß oft gerade Linien, die parallel, oder Strecken, 
die gleich sein sollten, trotz aller angewandten Sorgfalt es 
nicht zu sein schienen: es sind geometrisch-optische 
Täuschungen, die hier zumeist ihr Spiel treiben. Solche 
Täuschungen wissenschaftlich zu studieren, vor allem nach einem 
Erklärungsgrund für sie zu forschen, das umfaßt das hier zu- 
nächst zu erwähnende Gebiet der Physiologie und Psychologie. 
Sie haben schon bei der Besichtigung meines Instituts eine 
große Zahl solcher Tafeln gesehen, die geometrisch-optische 
Täuschungen veranschaulichen. Hier kann ich 
nur einige ausgewählte Beispiele herausgreifen, 
um an ihrer Erklärung die Art der angewandten 
Methoden zu erläutern. Für die ersten beiden 
der folgenden Beispiele kommen wesentlich phy- 
siologische, für die letzten beiden psychologische 
ErklärungsgTÜnde in Betracht. 

In Figur 67 tragen zwei gleich lange Strecken 

an ihren Endpunkten Winkel, deren Schenkel 

im ersten Falle nach dem Innern, im zweiten 

nach dem Äußern der Strecke gewandt sind. 

, Die erste Strecke erscheint kleiner als 

e zweite. Diese Täuschung wurde zuerst 
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An-d,V!ulun^--c'n der äarsteiknä<:n GeoniHrk. "^-j 

von F. C. Müller-Lyer 1887 entdeckt und in dem Dubois- 
Reymondschen Archiv für Physiologie (Suppl. p. 263 ff., Taf. IX) 
beschrieben. Sie ist in neuerer Zeit vielfach Gegenstand ex- 
perimenteller und theoretischer Untersuchungen gewesen, es 
existiert daher für sie bereits eine ansehnliche Literatur und 
eine Reihe von Erklärungsversuchen. Nur die vom Entdecker 
Müllek-Lyer aufgestellte Erklärung möchte ich hier anführen, 
um ihr dann die des bekannten Leipziger Physiologen und Philo- 
sophen W. WuMn gegenüberzustellen. Jener sagte, daß man 
bei der Abschätzung der Strecke insbesondere auch die zu 
beiden Seiten derselben mehr oder minder 
deutlich abgegrenzten Flächenstücke mit in 
Anschlag bringe. Die erste Strecke werde 
also deswegen für kleiner gehalten, weil ihr \/ 
zur Seite auch kleinere Flächenstücke liegen. 
Doch wird die Unhaltbarkeit dieser Erklärung 
durch eine zweite Figur klar bewiesen, auf 
die man bei Variation der Versuche gestoßen 
ist (Fig. 68). Wieder sehen wir zwei gleich 
lange Strecken, die jetzt beidemal an den 
Endpunkten Winkel mit auswärts gekehrten 
Schenkehi tragen, doch sind letztere im einen /\ 
Falle sehr kurz, im andern sehr lang. Jetzt 
zeigt sich, daß die Strecke mit den kur- 
zen Schenkeln größer erscheint als die 
andere; dies steht aber im Widerspruch mit 't'^ "■^. 

der Erklärung von Mcller-Lver. Jedenfalls ergibt sich aber 
als positives Resultat der sehr interessante Satz: 

Bei zunehmender Verlängerung der auswärts ge- 
kehrten Schenkel wird die Strecke zunächst scheinbar 
immer mehr vergrößert, bis diese Täuschung ein Maxi- 
mum erreicht und dann wieder abnimmt. 

WuND'i sieht im Gegensatz zu der Müller -LvERSchen Er- 
klärung die primäre Ursache dieser Täuschung in der Art der 
Bewegung des Auges. Bei der Figur mit einwärts gekehrten 
Schenkeln bilden diese bei Durchlaufung der Strecke mit dem 
Blick eine Hemmung, sodaß der Blick über die Endpunkte 
der Strecke nicht hinausgleitet, bei der Figur mit auswärts 
gerichteten, doch sehr kurzen Schenkeln geben diese im Gegen- 
teil dem Blicke einen Anlaß zum leichten Fortgleiten über die 
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Endpunkte hinaus. Da die Schenkel sehr kurz sind, macht das 
Auge indes nicht bei den Knotenpunkten Halt, sondern faßt die 
Figur gleichsam als ein Ganzes auf. Bei der Figur mit aus- 
wärts gewandten und sehr langen Schenkeln hingegen wird die 
Figur als aus drei deutlich voneinander getrennten Teilen be- 
stehend aufgefaßt. Läßt man den Blick über sie gleiten, so 
hält er an den Knotenpunkten inne, eben weil der Richtungs- 
unterschied der Ansatzstücke und der Strecke selbst sich zu 
deutlich bemerkbar macht. Es findet also bei dieser letzten 
Figur ebenso eine Hemmung der Blickbewegung statt wie bei 
der allerersten. Dies ist nun insofern von Einfluß auf die 
Großenschätzung der Strecke, als die angeführte Art der Blick- 
bewegung in den einzelnen Fähen einen verschieden großen 
Teil der gesamten Muskelanstrengung des Auges auf Rech- 
nung der mittleren Strecke setzt. Diese verschieden großen 
Muskelanstrengungen erzeugen in uns verschieden große Emp- 
findungen, die dann ihrerseits eine verschieden große Schätzung 
der Strecke selbst auslösen. 

Als zweites Beispiel erwähne ich das sogenannte Zöllxek- 
sche Muster, das der bekannte Leipziger Astronom und Ph}-- 
siker einem zufällig beob- 
achteten Tapetenmuster 
nachgebildet hat (Fig. 69). 
Die schräg verlaufen- 
den, in Wirklichkeit pa- 
rallelen Linien konver- 
gieren scheinbar nach 
der Seite, wo die sie 
schneidenden Strecken 
an der Innenseite des 
einzelnen Parallelstrei- 
fens mit der Fortsetzung 

der Geraden stumpfe 
Winkel, sie divergieren, 
"'"' ''' wo diese Strecken ent- 

sprechend spitze Winkel bilden. In analoger Weise scheinen 
in den durch Fig. 70 und 7 1 gegebenen Zeichmingen zwei Parallel- 
linien nach außen zu konvergieren bezw. zu divergieren.') 
1) Für den Schüler dürfte es schon eine empfehlenswerte Aufeabe sein, die in 
den Fij;"[en sich darbietenden geomelriach - oplisclien Tliuschnngen ihrem Wesen 
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r darstellenden 



Betreffs der Erklärung dieser Täuschung will ich nur andeuten, 
daß nach Wundt sehr spitze Winkel, wie sie unsere Figuren 
zahlreich enthalten, in ihrer Größe überschätzt, größere Winkel 




im Vergleich zu ihnen unterschätzt werden, daß diese Tatsache 
aber wieder in physiologischen Gründen ihre Erklärung findet. 
In Figur 72 endlich sehen wir zwei gleich große Kreis- 
riächen von je sechs kleineren bezw, größeren Kreisflächen 
unigeben. Die von den kleineren Kreisen umgebene 
Kreisfläche erscheint größer als die andere. Sie alle 
werden hier sofort Wirkungen des Kontrastes erkennen, wie 
solche auch bei einer großen 
11 enge analoger Erscheinungen 
im (j-ebiete der anderen Sinnes- 



lo 




'^QOQ 



wahrni?hmungen sich darbieten.') Figur 73 schließlich stellt 
ein rechtwinkeliges Parallel epiped (Mauerwerk) in Kavaher- 
perspektive gezeichnet dar. Die von dem vorderen Rechteck 
auslaufenden Geraden ^IJi, BF und CG scheinen nicht parallel 
zu sein, sondern nach hinten zu divergieren. Die Ursache 
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ist auch hier psychologischer Natur; wir sind eben gelohnt, 
solche Körper, wie sie in der Natur und im Leben vorkommen, 
zumeist in perspektivischen Zeichnungen zu sehen, bei denen 
die zur Bildebene senkrechten Geraden wirklich konvergierend 
dargestellt sind. Der Gegensatz zu diesen Erinnerungsbildern 
verursacht daher hier die Täuschung, 

Überaus zahlreich ist die Literatur über die geometrisch- 
optischen Täuschungen, die zumeist in den Zeitschriften für 
Physiologie und Psychologie sich findet. Zu weiterem Studium 
möchte ich Ihnen besonders die zusammenfassenden Darstellungen 
empfehlen ; 
H. VON- Helmholtz, Handbuch der physiologischen Optik, 

2, Aufl., Hamburg und Leipzig 1896, p. 770 ff.; 
W. WuNDT, Die geometrisch- optischen Täuschungen, 
Nr. 2 des XXIV. Bandes der mathematisch - phj'sischen 
Klasse der Kgl. Sachs. Ges. der Wiss., Leipzig 18158; 
P. Pleitenherg , Geometrisch - optische Täuschungen, 
dargestellt in ihren Erklärungsversuchen, 2 Pro- 
gramme, Magdeburg 1902 und 1Q03.') 
Eine andere Frage der Physiologie, die in die darstellende, 
speziell in die projektive Geometrie des Raumes hineingreift, 
geht auch auf H. von Hbx\rHOLiz zurück (1, c. § 27 
und 31), ich meine die Theorie des Horopters. 
Blickt man mit beiden Augen K^, A" (Fig. 74) 
nach einem Raumpunkt F, so vereinigen sich 
die auf den beiden Netzhäuten entworfenen Bil- 
der des Punktes zu einer einzigen Empfindung; 
man sieht den Punkt einfach. Von den übrigen 
Punkten des Raumes werden bei dieser be- 
stimmten Augen Stellung nur gewisse einfach 
gesehen, die anderen aber doppelt, eine Tat- 
sache, deren wir uns allerdings für gewöhnlich 
nicht bewußt sind. Den Ort der bei einer be- 
stimmten Augenstellung einfach gesehenen Raum- 
punkte nennt man den zu dieser Augenstellung 

I) Die auf experimenteller Grundlage sich aufbauenden Untersuchungen den 
Hrn. L. BuKKRSTER (Diss. Mönchen 1896) erwecken wegen der zu bestimmten Formeln, 
führenden Resultate besonders das Interesse des Mathematikers. — Die bekannte 
Tanschung über die Größe des Jlondes behandelt u. a. W. VON Zehkniikk, Über 
u[itisclie Täuschung mit besunderet Berücksichtit;iing der Täuschung 
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gehörenden Horopter. Unter Annahme bestimmter von 
H. VON Helmholtz aufgestellter, von anderer Seite neuerdings 
bestrittener Hypothesen wird er als Schnitt entsprechender 
Strahlen zweier kongruenter Strahlenbündel durch eine be- 
stimmte Raumkurve dritter Ordnung- dargestellt (Fig. 74). Nähere 
Ausführungen findet man mit Angabe weiterer Literatur am 
besten in der Schrift: 

W". Lliiwig, Die Horopterkurve mit einer Einleitung in 

die Theorie der kubischen Raumkurve, Halle a. 5., 

Verlag von Martin Schilling, 1902. 
Die Arbeit beschreibt auch das im gleichen Verlage erschienene 
Modell des Horopters. 

XIII. Kunst (Malerei und Bildhauerkunst). 
Die Bedeutung der malerischen Perspektive für 
die Älaler und Architekten ist Ihnen allen bekannt. 
Ich kann mich daher damit begnügen, mit wenigen Worten 
von ihr zu sprechen, zumal ich mir vorbehalte, bei der Be- 
handlung der Photo grammetrie noch ausführlicher auf die Be- 
ziehungen der Malerei und Architektur zur Perspektive einzu- 
gehen. Besonders pflegt man ja als Beispiele beim Unterricht in 
der Perspektive architektonische Gebilde zu wählen, sodaß die 
im Abschnitt IX (p. 73) genannten Vorlagen und Modelle auch 
hier zu zweckmäßiger Verwendung gelangen. Je nachdem die 
Bildebene parallel zu einer Hauptebene des Gebäudes gewählt 
wird oder nicht, spricht man von einer Front- oder Übereck- 
stellung, von welchen Begriffen wir morgen {p. loaf.) weiteren 
Gebrauch machen werden. Eigenartig ist es ja, daß die Per- 
spektive den Schülern mehr Schwierigkeiten bereitet als die 
anderen Methoden der darstellenden Geometrie, während doch 
unser Auge uns immer Beispiele für jene liefert. Ich mochte 
daher empfehlen, Photographieen geeigneter Objekte zur prak- 
tischen Veranschaulichung der geometrischen Sätze der Perspek- 
tive beim Unterricht zu benutzen, wie z.B. die Figuren 75 und 76 
den Fluchtpunkt der zur Bildebene senkrechten Geraden deut- 
lich zur Anschauung bringen. Auf die mannigfachen Regeln 

der GeKtirne, I.eip2ij,' 1902, Abdruck ans der Zeiischriil Tür Psychologie und 
Pliyüio]oi;ie ikr Sinnc5orgnne, Rd. XX 11. XXIV. 
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2ur Konstruktion perspektivischer Bilder mitsamt dem Schatten 
der Objekte, insbesondere auf die Anwendung der ebenen 
Zentralkollineation hier einzuifehen, würde indes zu weit führen. 




Außer den Lehrbüchern der darstellenden Geometrie selbst 
(p, 8) möchte ich noch folg^ende kleinen Werke') empfehlen. 



leaire, 3. Aufl., Paris 1901; 

ctive lineaire, 3. Aufl., Paris iMgi 

erspektive für bildende Künsl 



I) Größere Werke der Pers])eküi 
]. J. P11J.HT, Traite de perspect 
J. 1>E LA GovKSKRiK, Traltfi de 1 
a. Niemann, Handbucli der L 
ler, 3. Aufl., Stuttgart 1903. 
~ür die Aushangiu^ io den ZeichensSlen iils Vorlagen eignen sich 
A. M, Fkangenheui, Praktische Anwendungen der Line; 
ein neues perspektivisches Studienblatt, Berlin 18 
A. Bkix, Perspektivisches Studienhlatt, Berlin 1891. 
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die gute AnregTiiig- zu mannigfachen pralctischen Beispielen 
bieten: 

M. Ki.iüiu-:r, Angewandte Perspektive (Webers Sammlung 
illustrierter Katechismen Xr. 137), Leipzig-, 2. Aufl., 1896; 
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H. FüKMlKKGKK, P( 

Leipzig i8gg. 
Doch auf einen hier vorliegenden Apparat, die sogenannte 
Fluchtpunktschiene'), will ich Ihre Aufmerksamkeit noch 
lenken. Sie gestattet, nach einem Fluchtpunkt F, der, wie es 
häufig vorkommt, außerhalb des Zeich enblattes Hegt, beliebige 
Verbin dun gs strahlen zu ziehen. Ihre Theorie beruht auf dem 
Satze von der Gleichheit der Peripheriewinkel über demselben 
B n ß -Je le h e andl h \pp 

al I k e \n lu g d e Sa 
] un e n Klas 1 




den kann (Fig. 77). Für seinen (iebratich. 
insbesondere was seine Einstellung auf den 
Schnittpunkt zweier außerhalb des Zeichen- 
blattes konvergierender Geraden ^iB und CJ) 
betrifft, finden Sie ein einfaches Verfahren zugleich mit Angabe 
weiterer Literatur in dem Aufsatze angegeben: 

R. Mkhmkk, Über das Einstellen der dreiteiligen Flucht- 
punktschiene, Zeitschrift für Mathematik und Physik, 
Bd. XLII p. gg— 103, Leipzig 18157. 
Femer möchte ich die Anwendung der Reliefperspektive 
in der Bildhauerkunst erwähnen. Das erste bedeutende Bei- 
spiel dieser Kunst bilden die berühmten Türen am Hauptporlal 
des Baptisteriums in Florenz von Lokexzo Ghibkkti, deren 
1424 — 47 im Erzguß vollendeten Relief Skulpturen um so be- 
wundernswerter die Regeln der Relief per spektive beachten, als 
zu der damaligen Zeit selbst die malerische Perspektive noch 
in den ersten Anfängen ihrer Entwicklung stand (Fig. 78 a, b). 



irmaj. Sehr; 
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Dieses Kunstwerk wurde von Michki.am^ki.o für würdig- er- 
achtet, die Pforten des Paradieses zu zieren. Von späteren 
Werken nenne ich die Marmorreliefs an dem Grabdenkmal 
:Maximilians I. in der Hofkirche zu Innsbruck, die von Ale- 
N\\))K.R Colin (1526— 1612) ausgeführt wurden. Außer den Ab- 




aciuutteii in den Lehrbuchern der darstellenden (reometrie, 
besonders bei Chk. Wiknkk und K. Rohn und E. P.pphkitz, kann 
ich als spezielle Schrift nennen: 

I.. BvRMKSTKK, arundzüge der Reliefperspektive nebat 
Anwendung zur Herstellung reliefperspektivi- 
scher Modelle, L-ipzig 1883. 
Beispiele relief perspektivisch er Zeichnungen von archi- 
tektonischen Gebilden ^^eigen Ihnen die hier vorliegenden 
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Zeichnungen, bei denen die Modelle von Hrn. (t. Hallk benutzt 
wurden (Beispiel: Fig. 79).') 

Ein Zwischenglied zwischen der malerischen und der Relief- 
perspektive bildet neben der Panoramen- und Diorameii- 




perspektive besonders die Theaterperspektive, aJs deren 
Anfang die von den Alten ausgebildete Scenographie anzusehen 
ist.') Hier kommt wesentlich in Betracht, daß nicht ein einzelner 



1) Näheres über ilie Literatur und die geschichtliche Entwickliing der Relief- 
perspelttive siehe bei Chr. Wiknrr, L c. Bd. I p. 47 — 51. 

2) Vgl. VlTKCVS „Baukunst", I.Buch 2. Kap. nnd VIl.Buch, GriDO Ubaldi, 
Pers|>ettiva,Pisaiiri 1600, J. IL I.Auhkut, I.e. Hd, II p. 143-152, sowie Chk.Wienke, 
!. c. Bd. I p. 50. 
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Augenpunkt zu berücksichtigeri ist, sondern daß von allen Seiten 
ein nahezu richtiger perspektivischer Eindruck erweckt werden 
soll. Auch hier hat Hr. L. BnoiESTEK 
die zu berücksichtigenden ] 

rundlehren der 
Theaterperspektive", Allge- 
meine Bauzeitung, Wien, Jahrgang 
1884 entwickelt, sowie einige in den 
Sammlungen der Technischen Hoch- 
schulen in Dresden und Mün- 
chen befindliche Modelle, z.B. 
für die Scenen der Wagner- 
schen Oper Rienzi, nach den 
Originalen des Hof-Thea- 
termalers Quaglio in 
Dresden ausführen 
lassen.') 
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Morgen möchte ich nun von der Photogramrnetrie aus- 
führlicher berichten. Doch haben Sie aus meinen bisherigen 
Ausführungen gewiß schon die Überzeugung gewonnen, daß es 
in der Tat eine unendliche Fülle von Anwendungen der dar- 
stellenden Geometrie in den verschiedensten theoretischen und 
praktischen (rebieten gibt. Ein reiches Feld der Mitarbeit 
breitet sich hier vor Ihnen aus; gilt es doch, die einzelnen An- 
wendungen für den Unterricht an den höheren Schulen nun 
auch zweckmäßig und der Fassungskraft des Schülers angepaßt 
auszugestalten. Freilich wird man nur dann Zeit finden, diese 
Anwendungen der darstellenden Geometrie in geeigneter Aus- 
wahl genügend berücksichtigen zu können, wenn andere ab- 
strakte Gebiete aus dem Unterricht fortbleiben, wie die Zeich- 
nung der beliebten geometrischen Stilleben und ihrer Schatten, 
der komplizierten regulären Körper u. dgl. Gewiß kann die 
lebendige Beziehung des Unterrichtes im Linearzeich- 
nen zu den Verhältnissen des uns umgebenden Lebens, 
zumal sie in nicht geringerem Grade sich zur logischen 
Schulung des jugendlichen Geistes geeignet erweist 
als die theoretischen Aufgaben, wesentlich dazu bei- 
tragen, das Interesse des Schülers für die darstellende 
Geometrie lebhaft und dauernd zu wecken und auch 
über die Schulzeit hinaus zu fesseln, was besonders für 
solche Schulen Beachtung verdient, wo das Linearz ei ebnen nur 
fakultativer Unterrichtsgegenstand ist. 



Dritte Vorlesung. 
XIV. Photogramrnetrie. 

§ I. Einleitung: Allgemeine Aufgabenstellung. 

Heute haben wir uns vorgenommen, das Wesen der Photo- 
gramrnetrie kennen zu lernen. Ich denke, Sie alle werden 
gerade deshalb diesem neuen Zweige der angewandten Mathe- 
matik Ihr besonderes Interesse widmen, einmal weil dieses Ge- 
biet Ihnen gewiß noch wenig bekannt sein dürfte, so überaus 
mannigfach auch seine praktische Verwendung ist, andrerseits 
weil es in der Tat auch für den Schulunterricht in der dar- 
stellenden Geometrie dem Schüler äußerst anregende Beispiele 
darbietet. Ich möchte mich denn auch im folgenden wesentlich 
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auf die elementaren Methoden der Photogrammetrie beschränken, 
wie sie eben auch für den Schulunterricht in geeigneter Form 
unmittelbar verwandt werden können. Da wohl in keinem Lehr- 
buche der darstellenden Geometrie bisher auf diesen Gegenstand 
eingegangen wird, so möchte ich nicht unterlassen, zunächst 
seine geometrische Theorie Ihnen ausführlicher vorzutragen, 
um im Anschluß daran von seinen Anwendungen zu sprechen. 

Die Aufgabe der Photogrammetrie ist kurz gesagt die Um- 
kehrung derjenigen der malerischen Perspektive, nämlich: 

(i) Die Photogrammetrie verlangt, aus einer oder 
mehreren gegebenen Perspektiven eines räumlichen 
Gebildes seine wahre Gestalt zu rekonstruieren,^ von 
unserem Standpunkt der darstellenden Geometrie aus, 
um eben die Losung auf dem Zeichenbrett durchführen 
zu können, am einfachsten durch Bestimmung des 
Grund- und Aufrisses. Daß hiemach die Photogrammetrie 
vortrefflich dazu beiträgt, die Gesetze der malerischen Perspek- 
tive dem Schüler zur vollen Klarheit zu bringen, dürfte aus 
dieser Aufgabenstellung von vornherein einleuchten. Man wird 
auch finden, daß die Übungs- 
beispiele für die Photogram- 
metrie sich in großer Zahl 
ganz natürlich darbieten, wäh- 
rend doch diejenigen der ma- 
lerischen Perspektive meist 
mehr oder weniger künstlich 
ausgewählt werden, sodaß die 
Aufgaben der Photogramme- 
trie in dieser Hinsicht ihre 
Vorzüge vor denen der Per- 
spektive besitzen. p^k't 8°- 

Zunächst gilt es, einen wichtigen Begriff einzuführen, bei 
dessen Definition dieselben Bezeichnungen (vgl. Fig. 80) ') wie in 
der malerischen Perspektive benutzt werden. 

(2) Unter der „ersten Orientierung'' einer irgendwie 
gegebenen Perspektive, etwa der Photographie eines 

I) Der Hauptpunkt H ist der Fußpunkt der Hauptach&e, d. h. des Lotes 
vom Zentrum O (Augenpunkt) auf die Bildebene, die Entfernung OH die 
Distanz. Der Horizont :4 ist die Schnittünie der Bildebene mit der durch 
gehenden Horizontebene. 

Klbik g. RlbCKE, Vorträge U, 2. 7 
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rstehen wir die An- 
uptpunktes und des 



Gebäudes oder einer Landschaft, vi 
gäbe der Distanz, der I-age des Hi 
Horizontes.') 

Hier gelten folgende Sätze: 

{3) Bei einer vertikalen Bildebene liegt der Haupt- 
punkt in dem Horizont und umgekehrt (Fig. 81}. 

(4) Bei geneigter Bildebene ist 
durchdie erste Orientierung zugleich 
der Neigungswinkel g> der Bildebene 
gegen die Horizontebene gegeben, 
■ ebenso der „Lotfluchtpunkt" L, d. h. 
r Fluchtpunkt aller vertikalen 
;raden (Fig. 80). 
Letzterer liegt als Schnitt der Bild- 
ebene mit der vertikalen Geraden durch 
den Augenpunkt in der „Haupt vertikalen", 
d, h. der vom Hauptpunkt auf den Horizont 
gefällten Senkrechten. Eine darauf sich 
beziehende Bemerkung wollen wir gleich 
hier anschließen für den Fall, daß die gegebene Perspektive, ■> 
zumeist, eine photographische Aufnahme ist. Denken wir 
entwickelte photographische Platte wie bei der Aufnahme ■ 
den Apparat gelegt und alle Punkte ihres Bildes mit dem 
Objektivmittelpunkt (Zentrum, Augenpunkt, Standpunkt der 
Aufnahme) verbunden^), so liegen die wahren Objektpunkte 
auf den Verlängerungen dieser Strahlen über den Objektiv- 
mittelpunkt hinaus. Statt dessen wollen wir stets im folgenden 

1) Die , 




tierung"; letzierer Begriff wurde v 

sehen Mathematiker -Vereinigung, I 
umfaßt bei < 



ist verschieden von der „inneren Orien- 
I Herrn S. Finster walder eingeführt („Die 
r Photogranimetrie", Jahresbericht der Deut- 
J99, p. I — 41, insbesondere p. 8) nnd 
r Bildebene nur die Distanz und den Hauptpunltt. Den Gegen- 
satz zur inneren Orientierung bildet bei Herrn S Finsterwaldfr die „äußere 
Oiientierung", nämlich die Aufgabe der „Großen, -welche das Zentrum l) und 
die Riihtung der PeispeT^üi achse im Raum, bezw gegen das Objekt, besUmmen" 
Der Hoiizont ist also ein BesUndteil der äußeren Orientierung, doch da es lur 
unsere j;anze tolgenie Betrachtung wünschenswert ist, den Honzont zu den Ele- 
menten dei inneren Orientierung sogleich hin?uzunehmen, so haben wir den neuen 
Begnif der ersten Unentieiuiig g--bildet Vgl auch die Dehnition der „zweiten 
Orientierung" p. 131. 

2) Der Einfachheit halber wollen wir ^on der l^omphziPi ten Linnrhtung und 
Wirkungsweise des photographischen Objektivs hiei -tbsehen 
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das von der Platte kopierte photog-raphische Bild in die be- 
züglich des Objektivmittelpunkts zur Platte symmetrische Lage 
gebracht denken, sodaß die ^_ 

Halbstrahlen von letzterein 
nach den Bildpunkten direkt 
durch die Objektpunkte gehen i 
(Fig. 82). 

Mein fernerer Vortrag wird 
sich nun in folgende drei Ab- 
schnitte ghedem: 

I. Entwicklung der pho- ^-^^^.^ g,, 
togrammetrischen Metho- 
den, falls nur eine einzige Perspektive gegeben ist. 

II. Erweiterung dieser Methoden auf den Fall, d. 
zwei oder mehrere Perspektiven gegeben sind. 

III. Besprechung der verschiedenen praktisch' 
Anwendungen der Photogrammetrie. 






; erste Orientierung 



Erster Abschnitt: Entwicklung der pho togrammetrischen Methoden bei einer 
einzigen gegebenen Perspelttiue. 

§ 2. Methoden zur Bestimmung der ersten Orientierung. 

Es sei nur eine einzige Perspektive des räumlichen Gebildes 
gegeben. Hier bieten sich sogleich die beiden folgenden Auf- 
gaben dar: 

i) Wie findet man zunächs 
der Perspektive? 

2} Wie läßt sich dann das Objekt selbst rekonstru- 
ieren? 

Hinsichtlich der Losung der ersten Aufgabe möchte ich 
zwei verschiedene Gruppen von Sätzen nacheinander zusammen- 
stellen, deren Anwendung wir als die „unmittelbare'' und die 
„mittelbare" Methode unterscheiden können. 

a) Die erste Gruppe von Sätzen setzt voraus, daß es sich 
um die Perspektive eines architektonischen Gebildes (etwa die 
Photographie eines Gebäudes oder des Inneren eines Zimmers) 
handelt und wir also von vornherein über gewisse geometrische 
Eigenschaften orientiert sind, z. B. darüber, daß bestimmte Ge- 
raden des Bildes in Wirklichkeit horizontal oder parallel sind. 

a) Es sei fernerhin zunächst die Bildebene eine ver- 
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tikale, sodaß vertikale Geraden des Raumes durch vertikale 
Bildgeraden dargestellt sind, und die Horizontebene sei um 
den Horizont in die Bildebene umgelegt, wobei der Augen- 
punkt O nach O^, gelangen möge (Fig. 8i und 83}. Bei der 




Bestimmung der ersten Orientierung kommen die vier Elemente 
in Betracht, die natürlich nicht unabhängig voneinander sind: 
der Horizont AB, der Hauptpunkt H, das umgelegte Zentrum O^ 
und die Distanz O^H. Um unsern Betrachtungen eine be- 
stimmte anschauliche Grundlage zu geben, wollen wir sie an 
dem perspektivischen Bilde eines Parallelcpipeds mit vertikalen 
Seitenkanten und horizontaler Basis entwickeln. Das Parallele- 
piped wollen wir dann bald als ein ganz allgemeines, bald 
speziell als ein rechtwinkliges oder gar als eines mit quadra- 
tischer Basis wählen.') 

Lassen Sie uns zunächst an die Perspektive einer solchen 
rechtwinkligen Säule in Frontstellung (vgl. p. gi) denken; 
Figur 84 soll die Verhältnisse im Räume veranschaulichen, 



i) Schon J. H. : 



-sppkii 



Anw 
ohne Gri 



idriß 1 



■rfet 



im achten Abschratl (Bd. I, 
des Horizonts und des Aug 
um sowohl die Richtiglieit d 
znrüclizuschlieBeii. Seine Idar 
zum Studium zu empfehlen, 
m bezeichnen, wenn auch e 
dieselbe neu enideckt wurde 
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Fignr 85 dagegen die Bildebene, in der zunächst allein das 
Bild P„()„Ä„i;, T^U„V^W„ des Parallelepipedons als gegeben 
anzusehen ist.') Wir können im Anschluß daran sofort folgende 
Sätze aufstellen: 

(5) Die Bilder der zur Bildebene senkrechten Ge- 
raden des Raums schneiden sich im Hauptpunkte H; 



; '^ ^>? * ' - 



hiernach ist auch der Horizont /; bestimmt, wenn, wie 
in unserem Beispiel, die vertikale oder die horizontale 
Richtung in der Perspektive bekannt ist, und damit 
auch durch das Lot im Hauptpunkte auf dem Horizont 
ein Ort für das Zentrum 0„ (Tig. 85). 

(6) Ist die in Frontstellung in Perspektive gesetzte 
Säule quadratisch, so geben die (auf dem Horizont ge- 
legenen) Fluchtpunkte G, und (?^ der Basisdiagonalen 
die „Distanzpunkte" D^ und /J^, und HD, = //Z>, ist die 
gesuchte Distanz 0„A/"(F"ig. 85). 

Weiter führt die Erinnerung an die Übereckperspektive 
eines allgemeinen Parallelepipeds mit horizontaler Basis, 
dessen Bild in der Figur 86 wieder durch P„Q„R^S^, Va/7„V„W„ 
gegeben sei, zu den allgemeinen Sätzen: 

(7) Die Verbindungslinie der Fluchtpunkte i^, und 
i^j zweier Scharen horizontaler Raumgeraden {wie z. B, 
der horizontalen Kanten des Parallelepipeds) liefert 

I) Die BUdpunlttc seien hier wie im folgenden stets mit dem Index 0, die 
zugehörigen Originalpuiilite ohne Index beieiühtiet. 
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den Horizont und damit einen geometrischen Ort für 
den Hauptpunkt.') 

(8) Stehen die beiden Scharen der horizontalen Ge- 



/ 


p. 




^ 






^ /K / 



raden aufeinander senlcrecht, so ist der Halbkreis über 
P\l'\ ein geometrischer Ort für das Zentrum 0^ (Fig". 86). 

Ist im besonderen 
das Bild einer quadra- 
tische nSaule gegeben, 
so läßt sich der letzte 
Satz, wie auf die beiden 

Scharen horizontaler 
Kanten mit den Flucht- 
punkten F^, F^, ebenso 
auf die paarweise zu- 
einander senkrechten 
Diagonalen der oberen 
und der unteren Basis 
mit den Fluchtpunkten 
G, und G^ anwenden, 
so daß als Schnitt der 
'^"' '■ beiden Halbkreise das 

Zentrum 0„ dann vollständig bestimmt ist^) (Fig. 86), m, a. W.: 

mg auf die Fluchl- 




1) Ähnliches gilt hier 
punkte zweier Paare parallel 
ebene senkreclilcn Ebene. 

2) O^ ist auch einfach 



^e bei den folgenden Sät 
r Geraden des Raums in 



1 als Schnitt des Ilalbkreiscs übet F^F,! 
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(9) Ist die vertikale Perspektive einer quadrati- 
schen, aufrechtstehenden Säule gegeben, so ist aus ihr 
ohne weiteres die erste Orientierung vollständig zu 
konstruieren. 

Eine Anwendung findet dieser letzte Satz, wenn etwa die 
Photographie eines Denkmals mit quadratischem Unterbau oder 
einer Kirche mit einem Turm von quadratischer oder, was im 
wesentlichen deis 
Gleiche ist, regu- 
lär - achtseitiger 
Grundfläche ge- 
geben ist. Hier- 
für geben Ihnen 
die vorliegenden 
Photographieen 
des Wöhlerdenk- 
mals und der 
Friedhofskapelle 
inGöttingenBei- 
spiele(Fig.8Sund 
89; bei dem letz- 
teren ist überdies 
zur Ausführung 
der Zeichnung, 
insbesondere des 
Grundrisses die 
Tatsache 7u be 
nutzen, daß das 
Gebäudes\mme 
trisch gebaut ist). 

Femer gilti 

(10) Falls die beiden Scharen horizontaler Raum- 
geraden miteinander den gegebenen Winkel & bilden, 
so ist der Kreisbogen über der Verbindungslinie ihrer 
beiden Fluchtpunkte mit & als Peripheriewinkel ein 
geometrischer Ort für das Zentrum Ö,,. 




mit der Vcrbindungslin: 
Halbkreises, was besi>n 
Zeichenfläche Uegl {Fig. 87). Vgl. J. H. ).as 



r Milte Jlt des e 
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Auch dieser Satz kommt z. B. dann zur Anwendung, wenn 
etwa das Bild eines Turmes mit regulärem sechs- oder acht- 
seitigen Grundriß gegeben ist, für dessen Basiskanten & gleich 
6q", 120° bezw. 45°, i35° '^^^■ 




Wir setzen wieder die Perspektive einer rechtwinkligen 
Säule voraus. Es sei nun das "Verhältnis a : h der wahren Längen 
der Basiskanten PQ und PS (Fig. 86) bekannt; z. B. wenn 
es sich um das Bild eines Gebäudes mit rechteckiger Grund- 
fläche handelt, sei dies Verhältnis durch unmittelbare Aus- 
messung von Länge und Breite gewonnen. Dann läßt sich 
hieraus ein ähnliches Bild der Basis zeichnen, und damit sind 
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die Winkel bekannt, welche die Diagonalen' miteinander und 
den Basiskanten bilden. Es läßt sich daher unmittelbar der 
letzte Satz anwenden, wenn man die Fluchtpunkte 6^,, G^ der 
beiden Diagonalen oder einen derselben mit einem der Flucht- 
punkte /'', , I~2 der Basiskanten zusammennimmt, wie es gerade 
bequem ist, d. h. : 

(ii) Ist außer der vertikalen Perspektive einer recht- 
tuinkh'gen Säule das Verhältnis der wahren Längen der 
Basiskanten 
gegeben so 
läßt sich die 
erste Orientie- 
rung ohne w ei 
teres nach den 
Sätzen (-} (fe) 
(lo) konstruie- 
ren.') 

Ein Beispiel 
bietet dasBui^pr 
denkmal in Gut- 
tingen (Fig jo) 
dar, bei dem die 
rechteckige un 

terste Stufe 
2J2 cm breit und 
224 cm tief ist 

Um die-,en 
letzten Satz zu 
verallgemeinern 
denken wir nun 
das perspekti\ 1 
sehe Bild einer ' ''" " ■""»"""'"'"'^ '" ""'""«•"' 

senkrechten Säule mit einem Parallelogramm als Basis ge- 
geben. Wieder sei das Verhältnis a : b der wahren Längen der 




i) Die Konstruktion vun 0^ läßt sicli unter Umätänden wieder wie folgt ver- 
eiofacbeii (Fig . gij : Man konstruiere auf demjenigen Halbkreis über F^F^, der 
den. als geometrischen Ort für Oa benutzten Halbkreis ergänzt, den Punkt N so, 
daß F^N : NF-i gleich dem gegebenen Verhältnis ii : ä ist. Der Schnitt der Ver- 
bindungslinie A'ffi liefert auf dem andern Halbkreis den gcsucliten Punkt 0„ (vgl. 
Lambekt, 1. c. T. p. i88). 
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Basiskanten PQ : PS gegeben. Man konstruiere dann (Fig. 92} 
auf der Bildgeraden P„S^ eine solche Strecke P^M^, deren 
wahre Größe PJ/^PQ ist. Zu diesem Zwecke projiziert man 
von einem beliebigen 
Punkte / des Horizon- 
tes — am einfachsten 
von >', aus, falls dieser 
Punkt in der Zeichen- 
ebene liegt — den 
Punkt Sa nach A' auf 
die Parallele durch p^ 
zu F^F,, trägt auf der 
Verlängerung von J P„ 
von P„ aus P„A^n, 
PoB^b ab. Der Schnitt 
L von P^K mit der 
Parallelen durch B zu 
AK liefert dann mit J verbunden den gesuchten Punkt M„ 
auf PaF^. Bezeichnet man noch den Schnitt von M„F^ und 
Q„F, mit A''„, so ist P„M„N„Q„ das Bild eines horizontalen 
Rhombus. Dadessen 
Diagonalen in Wirk- 
lichkeit aufeinander 
senkrecht stehen, so 
ist der Halbkreis über den Fluchtpunkten 
G; und G^ der Diagonalen ein Ort für 
(9o, d. h.: 

(12) Ist bei der vertikalen Per- 
spektive einer senkrechten Säule 
mit parallelogrammatischer Basis 
das Verhältnis der Grundkanten 
FiKar s=. gegcbcu, SO ist dem Vorstehenden 

gemäß damit außer dem Horizont ein Halbkreis als geo- 
metrischer Ort für das Zentrum 0„ bestimmt.') 

Man kann leicht noch eine Reihe weiterer solcher Sätze 

zur Bestimmung von Stücken der ersten Orientierung aufstellen; 

ich will mich damit begnügen, nur noch den folgenden zu nennen: 

(13) Sind in einer gegebenen Perspektive die Bilder 




1) Vgl. LAJ 
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AaBt, und B^Ca zweier gleicher, sich aneinander schlie- 
ßender Strecken einer horizontalen Geraden des Raumes 
gegeben, so ist der vierte harmonische Punkt F zu den 
drei Punkten y)„, B„, Q der Fluchtpunkt der Geraden und 
demnach ein Punkt des Horizonts, Dieser Satz kann z.B. 
dann von Nutzen sein, wenn 
auf einer horizontalen Ge- 
bäudekante etwa durch die 
Fensterreihe die Bilder von 
in Wirklichkeit gleichen 
Strecken bestimmt sind. 

ß) War bisher die Bild- 
ebene stets vertikal orien- 
tiert, so wollen wirim Gegen- 
satz dazuntm eine geneigte 
Bildebene voraussetzen, 
um wieder zunächst allein 

die Bestimmung der 
ersten Orientierun 
erörtern. Doch woUei 




jetzt nur Perspektiven von Objekten mit drei Scharen zueinander 
senkrechter Geraden, von denen eine überdies im Raum ver- 
tikal orientiert ist, unsrer Betrachtung zugrunde legen. Solche 
Bilder liefert bei nicht vertikaler Platt enstellung die Photo- 
graphie eines einfachen Gebäudes, dessen Grundform ein recht- 
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winkliges Parallelepiped darstellt. Durch die Fig. 93 sei die 
perspektivische Abbildung einer solchen aufrecht- 
stehenden rechtwinkligen Säule im Räume angedeutet; 
die vom Augenpunkte O ausgehenden Parallelen zu den drei 
Kantenrichtungen treffen die Bildebene in den Fluchtpunkten 
1\, /'"■,, Fy Wir gewinnen somit den Anschluß an eine be- 
sondere Methode der malerischen Perspektive, die sogenannte 
„perspektivische Axonometrie", da wir die von einem 
F.ckpunkt, etwa I\ ausgehenden Kantenrichtungen PQ, PS, 
P 7' als die drei Koordinaten- 
achsen ansehen können.') 

(14) Ist die Perspek- 
tive P^Q.KS,, 71U^V^W^ 
einer aufrecht stehenden 
rechtwinkligen Säule auf 
, eine zu keiner Kante pa- 
ralleleBildebenegegeben 
(Fig. 94), so sind damit auch 
die Fluchtpunkte F^, F^, F^ 
der drei Kantenrichtun- 
gen bestimmt. DieVerbin- 
dungslinie von F^ und F^, 
den Fluchtpunkten der im 
^"-""' '^- Raum horizontalen Kan- 

ten, liefert den Horizont, der Fluchtpunkt F^ der verti- 
kalen Kanten den Lotfluchtpunkt. Der Hauptpunkt H 
ergibt sich als Schnittpunkt der Hohen /v//, im „Flucht- 
punktdreieck" FJ'\Fy Legt man endlich das bei O recht- 
winklige Dreieck F^R^O um die Hypotenuse F^II^ in 
die Zeichenebene nach F^Fl^O'^ um, so ist //Ü* die Di- 
stanz und der "Winkel O*- H^F.^ oder besser sein Neben- 
winkel der Neigungswinkel q^ der Bildebene gegen die 
Horizontebene OF^F^. 

Kurz gesagt gestattet daher die Perspektive einer auf- 
rechtstehenden rechtwinkligen Säule bei geneigter Bildebene 

l) Auch bd den zu den Sätzen (s — (l ) fühlenden Betnchtan^eo k nnen 
■wir die von dem Eckpunkt P des Parallelepipeds ausgehenden Kantennchtungen 
als ein schief- oder rechtwinkliges Achsenkreuz ieuten iis m B lic mi seinen 
drei fliichtpunkten gegeben igt [vgl, Fig. ti6 nur 1 eg d r Flu Ipunkt / de \er 
tikalcn Achsenrichtung dort im Unendlichen 
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ohne weiteres die g-esamte erste Orientierung zu bestimmen. 
Dies Resultat ist besonders deswcg:en höchst eigenartig und 
überraschend, weil in diesem allgemeinen Fall sich also un- 
mittelbar mehr konstruieren läßt als in dem besonderen, wo die 
Bildebene zu einer der Kantenrichtungen parallel ist. 

b) Wie ich schon sagte (p. loi), stellt sich neben die bis- 
her besprochenen Sätze, welche sich auf die Bestimmung der 
ersten Orientierung beziehen, noch eine zweite Gruppe 
von solchen Sätzen zu gleichem Zweck, die jedoch im Gegen- 
satz zu den ersteren die Benutzung von Hilfsapparaten oder 
spezieller Hilfsmittel der photographischen Kamera voraus- 
setzen. Ich möchte erst später von der Einrichtung solcher 
photogrammetrischen Instrumente sprechen (p. i8off,), 
wenn wir mit den verschiedenen praktischen Anwendungen der 
Photogrammetrie uns vertraut gemacht haben, da diesen sich 
anpassend die Instrumente verschieden ausgebildet sind. Hier 
seien mir folgende Sätze hervor- 
gehoben : 

(15) Die Kamera kann so ein- 
gerichtet sein, daß vier Marken 
am Rande der Platte bei der Auf- 
nahme sogleich mit • photogra- 
phiert werden, die, wie Figur 95 
es andeutet, kreuzweise mitein- 
ander verbunden sogleich den neur 9^. 
Hauptpunkt // liefern. Die Verbindungslinie CD ist 
überdies zumeist, nämlich wenn der Apparat dem- 
entsprechend aufgestellt ist, die Hauptvertikale und 
die andere AB, falls die Platte bei der Aufnahme ver- 
tikal steht, der Horizont. 

(16) Ist die Brennweite des photographischen Ob- 
jektivs bekannt, so gibt sie bei der Aufnahme hin- 
reichend weit entfernter Objekte direkt die Distanz an. 
Hat man bei der Aufnahme näherer Objekte die Ab- 
weichung von der Brennweite mit bestimmt (dazu ist bei 
vollkommenen Apparaten eine besondere Skala angebracht), so 
ist damit ebenfalls die Distanz bekannt.') 




l) SoUte beim !■ 
e Ausdehnung odi 



□pieren der Aufnahme das photographiEchc Papier 
■ Zusammen Ziehung gegenüber der Platte erlitten 
iprechend zu korrigieren {vgl. p. 172). 
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(17) Ist dann z. B, bei einer vertikalen Aufnahme 
außer der so bestimmten Distanz der Horizont g-egeben, 
etwa nach Satz (7), so liefert die Parallele zum Horizont 
im Abstände der Distanz einen geometrischen Ort für 
den Augenpunkt i9„. 

Die Vereinigung dieses Satzes etwa mit dem Satze (8) 
würde für den Augenpunkt O^ zunächst zwei Lagen ergeben, 
aus denen jedoch die richtige meist schon dadurch sich aus- 
wählen läßt, daß sie ungefähr in der Mitte der Photographie liegt. 

(18) Der photographische Apparat kann mit Ein- 
richtungen ausgestattet sein, welche bei geneigter 
Bildebene den Neigungswinkel tp unmittelbar abzu- 
lesen erlauben. Der Horizont ist dann bestimmt, falls 
außerdem der Hauptpunkt, die Hauptvertikale und die 
Distanz (etwa nach den Sätzen (15) und (16}) bekannt sind. 

(19) Bei einer vertikalen Aufnahme sei zugleich von 
demselben Standpunkt aus der „Ilorizontalwinkel %)" 
zweier auch im Bilde vorhandener Punkte A, B des 
Objekts, z, B. zweier Turmspitzen, gemessen (d. h. der 
Winkel, welchen die durch das Lot des Objektivraittel- 
punktes und je einen der Punkte gehenden Ebenen 
miteinander einschließen), etwa mit einem Theodoliten 
oder besonderen Einrichtungen der Kamera („Photo- 
theodolit" vgl. p. 180); dann ist in der Bildebene der 
Kreisbogen mit dem Peripheriewinkel ■^ über dem Ab- 
stand der Fußpunkte Aö, Bä ^^"^ Senkrechten von den 
Bildpunkten A^, B^ auf den Horizont ein Ort für das 
Zentrum O^. 

Während die Sätze (1)^(14) architektonische Objekte vor- 
aussetzen, lassen sich die Sätze (15) — (19) auch dann anwenden, 
wenn es sich um Aufnahmen des freien Geländes, z. B. einer 
Gebirgslandschaft, handelt. Daß es im übrigen möglich ist, zur 
vollständigen Bestimmung der ersten Orientierung die ver- 
schiedensten Kombinationen aller dieser Sätze zu benutzen, 
brauche ich wohl kaum hervorzuheben. 

§ T,. Rekonstruktion des Grund- und Aufrisses 

des Objektes. 
Wir setzen nun im folgenden voraus , daß die erste 
Orientierung des gegebenen perspektivischen Bildes 
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bekannt sei, und wenden uns jetzt zu der zweiten Aufgabe: 
Wie läßt sich das Objekt selber, d. h. sein Grund- und 
Aufriß, rekonstruieren (oder auch sein Grundriß mit An- 
gabe der Höhen der einzelnen Punkte nach der Methode der 
kotierten Projektionen, vgl. p. 5g)? 

Jeder Punkt des Objektes liegt oifenbar auf dem Strahl 
vom Augenpunkte nach dem Bildpunkte, das gegebene Objekt 
ist gleichsam einzupassen in das vom Augenpunkte ausgehende 
Strahlenbündel. Doch da das perspektivische Bild eines Ob- 
jekts unverändert bleibt, wenn man es vom Augenpunkte aus 
ähnlich vergrößert oder verkleinert, so ergibt sich zunächst 
der Satz: 

(20) Die Perspektive samt der ersten Orientierung 
gestattet allein nicht mehr als die ähnliche Gestalt des 
Objekts zu rekonstruieren; dessen wahre Größe wird 
demnach erst durch die Kenntnis der wahren Lange 
einer einzigen Strecke des Objekts bestimmt.') 

Dies entspricht durchaus der Tatsache, daß wir das Ob- 
jekt im allgemeinen ohnehin im kleineren Maßstabe auf dem 
Zeichenbrett konstruieren; die bekannte Länge einer Strecke 
bestimmt also den Maßstab der Zeichnung. 

0} Was zunächst die Lösung unserer Aufgabe bei verti- 
kaler Stellung der Bildebene betrifft, so wollen wir unsere 
Betrachtung wieder an das bestimmte Beispiel anknüpfen, das 
die vertikale Übereckperspektive einer aufrecht stehenden recht- 
winkligen Säule mitsamt dem tlorizont und dem umgelegten 
Augenpunkt darstellt (Fig. 86, p. J04). 

Als Grundrißebene sei einfach die durch den Augenpunkt 
gehende Horizontebene gewählt, die wir wieder um den Hori- 
zont in die Bildebene umgelegt denken (vgl. Fig. 81). Damit 
jedoch bei der Ausführung der Zeichnung die Linien sich nicht 
in unübersichtlicher Weise überdecken, wollen wir auf dem 
Zeichenbrett die umgelegte Grundrißebene samt dem Horizont, 
Hauptpunkt FI und Augenpunkt l) in ihr zur Seite verschieben, 
sodaß sie neben der Bildebene liegt.') Es wird dann wieder- 

1 ) Um die wahre Linge e ner B Idstrecke m kennen kann man beisp elsweise 
bei einer photographisclieii Anfnahn e eine lertiLal aufgestellte NivellierlaUe lon be- 
kannter Länge oder et«a e ne Per n deren GroLie n an kennt mitph to^ -t].h eren. 

2) In der GrundrLeLene s'-i dei Au^enp nU tet m t T n i r Bildebene 
seine Umlegung wie bishe m t Oa bczeii,lmet 
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holt notwendig sein, Punkte des Horizontes von der Bild- 
ebene auf die Grundrißebene zu übertragen. Man benutzt in 
komplizierten Beispielen hierzu am einfachsten einen schmalen 
Papierstreifen, ein sogenanntes Schneidermaß, indem man auf 
ihin die Entfernungen der einzelnen Punkte vom Hauptpunkt 
aus markiert. Die Rekonstruktion des Grundrisses bei unsemi 
Beispiel bietet nach diesen Vorbereitungen keine Schwierigkeit 
mehr. In der I-lg. q6, welche die Grundrißebene für die Bild- 
ebene der Fig. 86 (p. 104) darstellt, sind zunächst die Grundrisse 




/V. (^„'- AV, S; der Bildpunkte P„, Q^, A'„, S^ und die Flucht- 
punkte Fj, /■'; von der Bildebene (Fig. 86) her übertragen und 
mit dem Augenpunkte O verbunden. Es gilt dann: 

(21) Der Grundriß P' eines beliebigen Punktes /-'liegt 
auf dem Strahle vom Augenpunkte O nach dem Grund- 
riß /"/ des Bildpunktes P„. 

Auf dem ersten dieser Strahlen, auf OP^', können wir den 
Punkt P' entsprechend dem Satze (20) noch willkürlich wählen. 
Wo die Parallelen durch P' zu OP"^ und OP^ die Strahlen 
OQ^' und (^.S',' schneiden, liegen alsdann die Grundrisse Q' 
und S', aus denen sofort auch R' folgt. Die Punkte 7", [/', 
V, W schließlich fallen entsprechend mit /-*', Q', R', S' zu- 
sammen. 

Um nun noch den Aufriß der Säule auf eine beliebige 
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JCbene thirstellen zu können, bleiben die Höhen der einzelnen 
Punkte über den zugehörig-en Grundrißpunkten zu bestimmen. 
Was z. B. den Punkt S anlangt, so denken wir das bei S' recht- 
winklige Dreieck OS' S um CS" in die Grundrißebene nach 
US' S* umgelegt, wo S' S* die gesuchte Höhe darstellt (Fig. g6). 
Der zu ihrer Bestimmung notwendige Punkt S* ist als Schnitt- 
punkt des Lotes in .S"' auf OS' und der , „ 
Geraden () .S';" gegeben, wo S^ auf dem Lote 
in ,V„' auf OS' liegt und S^St aus der 
Bildebene (Fig. 86) gleich S^S^, zu ent- 
nehmen ist. [Ebenso findet man die Höhe 
JV'li'* des Punktes IF, dessen Grund- 
riß Ji" mit S' zusammenfällt, durch Kon- 
struktion des Punktes IV* auf der Ver- 
längerung von S'^S' und auf dem Strahl _ 
O If',', wo V W.f gleich der Strecke .5",; fF„' 
in der Bildebene (Fig. 86) ist.] In der 
I*"i&- 97 ist der hieraus sich ergebende 
Aufriß der Säule auf eine zur Seitenfläche 
J'l^UT parallele Ebene dargestellt. Das 
Wesentliche dieser Konstruktion wird 
durch den Satz ausgesprochen: 

(22) Die Bestimmung der (etwa 
noch nicht anderweit bekannten) 

Höhe jedes einzelnen Punktes erfordert die Umlegung 
eines rechtwinkligen Dreiecks. 

Sie werden bei diesem Beispiel leicht übersehen, wie die 
Konstruktion des Objekts in komplizierteren hierher gehörenden 
Fällen verläuft Um dies noch näher anzudeuten, fassen wir 
etwa die von P auslaufenden Strahlen I'(l, PS, PT unseres 
Beispiels als x-, y-, a-Achsen eines rechtwinkligen Koordinaten- 
systems auf (Fig. 86), alsdann gilt der Satz: 

(23) Wie vom Punkte J' des Beispiels mit den „per- 
spektivischen Koordinaten" P„Q^, P„S„, P^T^ kann man 
den Grund- und Aufriß von jedem andern Punkte re- 
konstruieren, dessen perspektivische Koordinaten man 
im Bilde besitzt. 

Zusatz L Bei der Konstruktion der Höhe eines Punktes 
(wie von .S",V*) nach dem Satze (22) handelt es sich im Grunde 
-am. die Bestimmung der vierten Proportionale zu drei gegebenen 

K,.his n.l<IMrKK, Vortväsell,,. K 
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Strecken {S' S* : S,", S'^ ^ O S' : O S^. Bei komplizierten Bau- 
werken oder andern praktischen Beispielen empfiehlt es sich, die 
wiederholte Ausführung- dieser Aufgabe, auch um das Zeichen- 
blatt nicht mit zu vielen Linien zu überdecken, wie folgt zu 
vereinfachen: Entweder benutzt man einen sogenannten Pro- 
portionaizirkel.') Dieser besteht aus zwei um ein Scharnier 
drehbaren Linealen (Fig. q8), die auf Geraden vom Drehpunkt 
aus zwei gewöhnliche Teilungen besitzen. Denkt man sich in 
Beziehung auf unser obiges Beispiel auf der einen Geraden die 
Strecke OS^ abgetragen und öffnet den Zirkel soweit, bis die 




Strecke von S,', nach dem korrespondierenden Punkte des i 
Schenkels gleich ^V-'^'r, = S^ S'i; wird, so gibt die Entfernung des 
durch OS' bestimmten Punktes auf dem ersten Schenkel von 
dem entsprechenden Punkte des andern unmittelbar die ge- 
suchte vierte Proportionale ^"'.S"*. Oder aber man wendet ein 
auf Pauspapier gezeichnetes Proportionalschema (Fig. 99) 
an.") Es besteht aus je einer Schar von Radienvektoren und 
Ordinatenlinien, den gleichförmigen Einteilungen an den äußeren 
Seiten des Schemas entsprechend. Beim Gebrauch wird (wie 
^ig- 99 gestrichelt andeutet) der Anfangspunkt Ü des Schemas 
mit einer Nadel auf der Grundrißebene im Augenpunkte be- 

1) Vgl. N, FiALKOwsKi, Zeichnende Geometrie, Wien - Leipzig. lÜSo. 
p. 16 und Tafel XVI Fig. 125 c. 

2) Solche habe ich bei Hrn. Kgl. Baurat W. KÖBBER, Privatdozeuten an Jet 
Technischen Hochschule in Charlottenburg, der sie seinen Schülern zum Selbätkusten- 
preis (60 Pf.) zur Verfügung stellt, im praktischen Gebrauch kennen gelernt. Dieses 
„Körbersche Strahlendiagramm" findet übrigens auch für direkte gröBere 
perspektivische Zeichnungen sehr zweckmäßige Verwendung. Auch in E. Deviile: 
Photographic surveying including the Clements of descriptive geo- 
metry and perspective, Ottawa 1895, p. 214 — 215 wird dieses wie da'^ vorige 
Hilfsmittel besprochen. 
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festigt, die Abszissenachse mit dem Strahl OS' zur Deckung' 
gebracht, von dem mit SJ zusammenfallenden Abszissenpunkte 
aus wird die Strecke Si^ S^ = S/, S* auf der Ordinatenlinie ab-: 
getragen. Der Schnittpunkt S" des durch den Endpunkt SJ'_ 
dieser Abtragung gehenden Radiusvektors mit der durch die 
Abszisse OS' bestimmten Ordinatenlinie liefert mit seiner Ordi- 
nate die gesuchte vierte Proportionale ,S"^"*. 

Zusatz II. Es sei nur die vertikale Perspektive einer auf- 
recht stehenden rechtwinkligen Säule gegeben (vgl. Fig. 86); 
von der ersten Orientierung ist dann allein nach Satz (8) der 
Halbkreis über I-\ F^ als Ort für das Zentrum O in der Hori- 
zontebene bekannt. Die Bep^iehung der jedesm;ü rekonstru- 
ierten Objekte zueinander bei verschiedener Wahl des Punktes (} 
auf dem Halbkreis wird durch folgenden Satz angegeben: 

(24) Sind ö, und O. zwei willkürlich auf dem Halb- 
kreis über J-\J'\ ausgewählte Lagen des Zentrums O und 
ist die Rekonstruktion des Objektes in beiden Fällen so 
ausgeführt, daß in Übereinstimmung mit dem Satze (20) 
für L-i'wii Bildpunkt, etwa /',, der genannten Figur, die 
beiden Originalpunkte I\ und P^ mit dem Bildpunkt, 
zusammenfallend gewählt sind, so stehen die beiden 
rekonstruierten Objekte zueinander in der Verwandt- 
schaft der Perspektiven Affinität, wobei die Bildebene 
die Affinitätsebene und 0^, 0. zwei einander ent- 
sprechende Punkte sind. 

Auf den einfachen Beweis dieses Satzes möchte ich nicht 
näher eingehen,') 

ß) Wir gehen nun zur Lösung der gleichen Aufgabe, der 
Rekonstruktion des Objektes selbst, in dem Falle einer 
geneigten Bildebene über.') - 

U Dei Geilanlte dieses batze'. der eraeb der emlachsten Beispiele für die "\'ei- 
Kkuhung der nutet verschiedenen möglichen Anmhmen relionstruierlen Objekte dar- 
stellt, K^stattet imnnigfiche VeraUgemeinemngeii besonders weim mehr als eine 
Perspektive gegeben sind Vgl J iii- lA Goirnhiii, Perspektive lineaire, 
3 AuH, Paris 1808, fy HAlCh, Neae Konstruktionen der Perspektive und 
Photogrammetne Journil für reine und angewandte Mathematik, Bd. XCV, 
1883, p. 9, S IjsiTtRiv 4LDI.R, Referiit, 1. c. p. 12, und eine demnaclist erscheinende 
Göttinger DisserMtion lon Hm. W. Wkhkk. 

2) Man vergleiche die von Hrn. C. Küppk besonders für rechnerisches Yer fahren 
gegebene L nnf, n imc 1 Buche: Die Photogrammcirie, Weimar lS8(),. 
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Erste Methode: Wir können sogleich, indem wir wieder 
die erste Orientierung bereits als bestimmt voraussetzen, an 
den Satz (14) p. 110 und die ihn begleitenden Fig. 93 und 94 
anknüpfen. Als Grundrißebene wollen wir der Einfachheit 
halber die Horizontebene wählen, d. h. die Ebene 01^\F„, die 
zu der in ihrer La.ge noch unbekannten ^rjy-Ebene parallel ist 
^ ^ (FiR- 100).') Wir denken 

~~/ dieseEbene 01<\ F^ , welche 
'ck,^;«ävw ja die Bildebene im Hori- 
zont k = F^F^ schneidet, 
in die als Zeichen ebene 
gewählte Bildebene um- 
geklappt, wobei der 
Augenpunkt () nach (f\ 
auf /■"-//- fällt (Fig. 94). 
Doch damit wieder die 

Grundriß Zeichnung das 
perspektivische Bild selbst 
nicht überdeckt, wollen wir 
analog wie früher die um- 
gelegte Grundrißebene 
mitsamt den Punkten H^, 
F„ F-. des Horizontes und 
dem Augenpunkte wieder 
neben die Bildebene auf 
dem Zeichenbogen ver- 
schieben und den Augen- 
punkt in dieser Lage der 
Grundrißebene mit 0^ be- 
zeichnen (I'^ig. loi). Die genannten vier Figuren 93, 94, 100, 101 
werden wir bei unseren folgenden Entwicklungen nun immer- 
fort nebeneinander vor Augen haben müssen. 

Um von einem beliebigen Punkte des Bildes, etwa dem 
Punkte /' (Fig. 94}, zu dem Grundriß /■"' des entsprechenden 
Raumpunktes zu gelangen, mögen Sie beachten, daß die Ebene 
OFJ'r,, welche in der Geraden i)I\_^ die Grundrißebene schnei- 




1) Die Figuren 93, 94, 100, lOi sind genau einander entsprechend gezeit 
für die in KaviiHerperspekti'.'e dargestellten Figuren 93 und loo ist das Verkür?.! 
vethällnis für die zur Zeiclienebene scukreclite Riclitung gleieli l gewälül. 
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auf letzterer senkrecht steht, da sie ihr Lot OF. enthält 



det, 
(Fig. loo). 

(35) Der Grundriß ]'' des 1 
sprechenden Raumpunktes 1' 
Projektion auf die Ho 



Bildpunkt 1\ ent- 

l. h. seine orthogonale 

OF^F,) liegt demzu- 




folge auf dem Strahl ();^I\ (Fig. 101) von dem Augen- 
punkt O^ nach dem Schnittpunkt I\ des Horizonts F^F.^ 
mit der Geraden F^l'„ der Bildebene (Fig. 94), wobei zu 
beachten bleibt, daß der Punkt 1\ natürlich von der 
Bildebene (Fig. 94) auf die Grundrißebene (Fig. loi) zu 
übertragen ist. 

Hiernach ist der Unterschied vou der gleichen Konstruk- 
tion bei vertikaler Bildebene klar. Dort werden zunächst die 
Bildpunkte auf den Horizont F^F, einfach senkrecht {Satz 21), 
hier vom Fluchtpunkt 7'', aus projiziert; in beiden Fällen liegen 
die zugehörigen Grundriß punkte auf den Strahlen vom Augen- 
punkte nach den so gewonnenen Punkten des Horizontes. 

(26) Dem Satz (20) gemäß kann wieder der Grundriß 
des ersten, etwa des als Koordinatenanfang gewählten 
Punktes, willkürlich auf dem entsprechenden von O^ 
ausgehenden Strahle gewählt werden, wie in unserem 
Beispiel der Grundriß /-" des Punktes I'. 
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Die Parallelen x' und y' von J'' zu <)~F, und (),F, liefern 
dann die Grundrißprojektionen der von /' ausg^ehenden x- und 
jj' -Achsen. 

(27} Der Grundriß V eines beliebigen Punktes ]', 
dessen „perspektivische Koordinaten" I'oQ,., P„S^ und 
P„T„ im Bilde gegeben sind, oder der damit identische 
Grundriß F' des Punktes R der :v;v-Ebene mit den per- 
spektivischen Koordinaten FoQ^, P^S^, o, ist dann 
durch die Koordinaten jt'= P'Q', y' = P'S' bestimmt, wo 
Q' und .V durch die Strahlen O^Q^ und O.S^ auf den von 
J'' ausg-ehenden x' , jv'- Achsen abgeschnitten werden 
(Fig. loi). Daß der Punkt Ä'— V auch auf dem Strahl O^R^ 
liegt, wo J^^ = V^ wieder der Schnitt von F^ /?„ mit dem Hori- 
zont/-",/'', ist (Fig. 94), mag als Kontrolle der Zeichnung dienen. 

Um den Aufriß des Objekts, d. h. die Höhe jedes ein- 
zelnen im Grundriß dargestellten Punktes, wie z. B. die — hier 
negative ■ — Höhe des Punktes /-" über der Grundrißebene zu 
finden, denken wir die Ebene OP'P, welche auch durch die 
Punkte ]\,, /-j geht (Fig. 100), um OP' in die Grundrißebene 
umgelegt. Der umgelegte Punkt F* (Fig. 101) ist auf dem Lote 
in Ü, auf O^P' durch F^'O^ = F,(T (Fig. 94) und die Umlegung 
/'^ des Punktes J'^ auf F^'/\ durch F^P'^ ^ F^P^_ bestimmt, 
wo eben P^O' und F^J*^ a.üs der Bildebene der Figur 94 zu 
entnehmen sind. 

(28) Die Gerade O^i'* schneidet dann auf der Senk- 
rechten in P' zu (),^P' die gesuchte Höhe P'P"" des 
Punktes /' ab. 

Natürlich gilt auch: 

(2g) Der „Aufriß in der Ebene ()F,F," und auch der 
„Seitenriß in der Ebene OF,,F^" (Fig. 100) läßt sich mit 
Vorteil nach derselben Methode zeichnen, die in den 
Sätzen (25) und (27) für den „Grundriß in der Ebene 
()F,F^" festgelegt ist. 

Zweite Methode: Eine Abänderung der soeben vorge- 
tragenen Konstruktionen des Grund- und Aufrisses ist besonders 
dann wünschenswert, wenn die Neigung der Bildebene so ge- 
ring ist, daß der Fluchtpunkt /■', (Lotfluchtpunkt) etwa außer- 
halb des Zeichenbogens fällt, aber natürhch als Schnitt zweier 
Bildgeraden doch festgelegt ist. Schon die Bestimmung der 
ersten Orientierung ist dann gegenüber den Entwicklungen 
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auf p. logf. etwas abzuändern.'} Die von F^, F, nach F^ laufen- 
den Geraden wollen wir als bereits gezeichnet annehmen (Fig. 102), 
etwa nach einer der Methoden, wie man überhaupt nach dem 
unzugänglichen Schnittpunkt zweier Geraden Verbindungslinien 
zieht.") Der Hauptpunkt // ist dann als Schnitt der Höhen 
F,H, und /•',//. im Fluchtpunkt drei eck F^F:,F, bestimmt, (Wenn 




diese aber unter zu spitzen Winkeln sich schneiden, wird man 
besser auch die dritte Höhe i^i/, zu Hilfe nehmen. Man be- 
stimmt zu dem Zwecke einen geeignet gelegenen Punkt E von 
ihr, indem man die Schnittpunkte A, B von F^F^ und F:,F^ 
mit einer in hinreichend efroßem Abstände zu F,F^ gezogenen 
Pa e n auf !■ F na h 6 / pro z e nd d e Pa al e e 
JhdB isrti nh dmppL 
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durch C und D bez. zu F,F^ und F^F^, eben in E, zum Schnitt 
bringt, wie l'ig, 102 dies zeigt) Durch Umlegung des rechtwink- 
ligen Dreiecks F^HJ.'.) um FJI^ nach F^H-^O** findet man 
femer die Distanz //O** (Fig. 102), die den Punkt C' durch 
//0**= /^ß* auf der Senkrechten zu HH^ und damit den um- 
gelegten Augenpunkt Ol auf //, If wie früher (vgl. Fig. 94) liefert. 
Das Eigenartige der folgenden abgeänderten Rekonstruktion 
des Grund- und Aufrisses beruht eben darin, daß sie den un- 
zugänglichen Punkt F^ nicht weiter benutzt.'} Ist nämlich /'" 
wieder das Bild eines beliebigen Raumpunktes P, so liegt 




offenbar der Grundriß /\' (Fig. 103) des Bildpunktes eben- 
falls auf dem Strahl OJ'^ {Fig. 100). Doch weil zur Bestim- 
mung von /'j auf F,F^ die Linie F.P. eben nicht direkt zu 
zeichnen möglich ist, benutzt man zweckmäßig eine zu F,^F, 
(etwa im Punkte K der Fig. 100) senkrechte Hilfsebene, 
die um ihre Schnittgerade kh mit der BUdebene in diese um- 
gelegt sei, sodaß die Parallele ^^ zu H^O* die umgelegte 
Schnittgerade mit der Grundrißebene ist (Fig. 102). Der Bild- 
punkt P^ wird dann nach 2'k auf den Horizont FjF, und nach 
Pi auf i'i projiziert und letzterer Punkt nochmals nach /'/ auf 
kjr. überträgt man dann Pj, von der Bildebene auf die Grund- 
rißebene (Fig. 103), so ist der Punkt /'„', der durch P,'F/, J_ F,F, 



Düch sei bemc 


kl, dalJ 


man die erste Methode d 


kann, wenn man 


eine „KK 


chipunktschiene" {v;.!. 




nach dc.1 


Punkte F. zu ziehen. 
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und = Kl'i' bestimmt ist, der Grundriß des Punktes /', und 
fA/'„' der mit Ü^P^ identische Strahl, auf dem der ^^esuchte 
<Trundriß }'' liegt. 

Um die Höhe p' J'* des Punktes /' zu finden, denken wir 
wieder die Ebene OP' /' des Raumes um O P' (Fig'. loo) in die 
Grundrißebene nach O^P'P'^ umgeklappt (Fig. 103). Der Punkt/-* 
ist dabei jetzt bestimmt durch das Lot in P' auf O-^P' und die 
Gerade O^/'^, wo /'*/V-L O^P' und = P^P^ (Fig. 102) ist. — 

§ 4. Ausgeführte Beispiele. 

Ich möchte nun Ihre Aufmerksamkeit auf die hier vor- 
liegenden Zeichnungen lenken, die, aus der Fülle des sich dar- 
bietenden Stoffs ausgewählt, Ihnen erst recht vor Augen führen 
dürften , zu welch überaus interessanten Aufgaben die ent- 
wickelten Methoden der Photogrammetrie (in den einfachsten 
Fällen auch für den Schulunterricht) hinführen. Sie sehen auf 
den einzelnen Blättern jedesmal die verschiedenen Hilfskonstruk- 
tionen für die erste Orientierung, sowie in geeigneter Aus- 
wahl für einzelne Punkte des Objekts die zur Bestimmung ihrer 
Grundrisse und ihrer Höhen notwendigen Linien ausgezeichnet. 
Ich kann mich daher darauf beschränken, nur einige wenige 
Bemerkungen im einzelnen hinzuzufügen. Abgesehen von dem 
letzten Beispiel sind die Bildebenen vertikal gerichtet. 

Beispiel I (Tafel 1).') Kupferstich von A. Durek: Der 
heilige Hieronymus im Gehäuse, 1514/) Wir werden 
später noch näher auf die Beziehung der Photogrammetrie zur 
Malerei eingehen und dabei ausführlich Durkrs gedenken. Das 
Bild stellt eine Frontstellung des Zimmers und Tisches, da- 
gegen eine Ubereckstellung der schräg stehenden Bank dar. 
Da wir die Tischplatte und den Sitz der Bank als Rechtecke 
annehmen dürfen, so sind die Sätze (5), (7), (8) zur Bestimmung 
der ersten Orientierung zu benutzen. Mit der Genauigkeit, die 

1) I s sei bemerkt, daß alle Tafeln die Üti);inLilieiclmungeii in. veikleinerler.'. 
Maßstäbe wiedergeben. 

2) Das bei der Zeichnung benutzCe Bild ist eine Photographie nach einem int 
Knnst« aitverlage erschienenen Blatte, doch habe ich auch wohl letzteres selbst 
gelegentlich inr Konstmlttioa in meinen, Übungen benutzen lassen. Wegen seiner 
Billigkeit (25 Pf.) kann es leicht von den Schülern angeschafft werden. Ich will 
erwähnen, daß im gleichen Verlage, sowie im Verlage von Fischer und Franke 
in Berlin („Hauptblätter der graphischen Kunsf. Preis 25 Pf.) noch audcv.- 
iw glei htm Zii-ecke zu tienntzendc BzMer erschienen sind. 
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124 -'''"'■' ^•■'/'''''"S': 

Überhaupt das Bild gestattet, läßt sich vereinigen, daß man die 
Fluchtpunkte der Diagonalen der Tischplatte mit denen der 
Seiten des Sitzes der Bank genau zusammenfallen läßt und 
überdies in genau gleichem Abstände von dem Hauptpunkte 
wählt. Man darf daher unbedenklich annehmen, daß Dürer 
wirklich gerade diese einfachste Annahme bei der Konstruk- 
tion seines Bildes benutzt hat, zmnal überhaupt die „Distanz- 
punkte" (vgl. Satz 6 p. 103) in perspektivischen Zeichnungen 
der damaligen Zeit eine bevorzugte Rolle spielen. Alis dieser 
Annahme folgt insbesondere, daß die Tischplatte (ebenso wie 
die Tafel mit dem Signum} quadratisch ist Zur Konstruktion 
war es notwendig, die Tischplatte gegen das von den äußeren 
Ecken der Beine auf dem Fußboden gebildete Rechteck zu 
orientieren, m, a. W. die Projektion der Tischplatte auf den 
Fußboden im Bilde zu besitzen (Fig. 104). Da bei dieser Pro- 
ffar/senf ff. jektion die zum Horizont pa- 

"^ ^^^-"^."-''f ' rallele Mittellinie (Verbin- 

„--^ zr'l'... - rv' T"'"' ,/' dungslinie der Mittelpunkte 

t; :^"'^ " j tf^' /' ^^"^ Gegenseiten) der Tisch- 

' ■ / platte, die durch den Diago- 

^^ \ ,'''/'Ä nalschnittpunkt bestimmt ist, 

_ i,.,<^<^"'^.__'v / ° ™it der analogen Mittellinie 

•S. des genannten Rechtecks zur 

''^"'^ ""'■ Deckung gelangt, kann leicht 

dadurch die Projektion A„ des Endpunkts X,, der Mittellinie 
der Tischplatte auf den Fußboden und damit die Projektion 
der Tischplatte selbst gefunden, werden. Analoges gilt für den 
Sitz des Bänkchens, wobei gerade die Mittellinien in seiner 
Symmetrieebene zu benutzen sind. Dadurch, daß die Höhe 
des Tisches zu 77 cm angenommen wurde, war es möglich, 
einen Maßstab für die Grund- und Aufrisse hinzuzufügen. 

Man wird bei der Rekonstruktion des Bildes von der 
großen geometrischen Sorgfalt, mit der Dürer gezeichnet hat, 
überrascht sein; nur die Kopfweite des an der Hinterwand 
hängenden Hutes erweist sich als mehrmals zu groß. Im Auf- 
riß ist der Hut durch die beiden Kreise mit den Mittelpunkten 
M, N und den Durchmessern KL , PQ an der Hinterwand 
angedeutet, welche die innere Kopfweite und den Rand der 
Krampe darstellen. 

Beispiel II (Tafel II). Katholische Volksschule in 
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Göttingen. Die erste Orientierung wurde auf Grund des 
Satzes (11) konstruiert. Durch direkte Messung wurde nämlich 
■die Länge und die Breite des Gebäudes zu 23,4 m und 16,3 m 
ermittelt.') Die Rekonstruktion des Grund-, Auf- und Seiten- 
risses erfolgt dann einfach nach den Sätzen 30 — 23 p, ii3ff; die 
bekannten Längen gestatten den Maßstab der Zeichnung hinzu- 
zufügen. Dieses Beispiel bietet insofern noch Interesse, als 
einfach eine Ansichtspostkarte des Gebäudes benutzt wurde, 
daher nennenswerte Auslagen für den Schüler bei Benutzung 
solcher perspektivischen Bilder überhaupt nicht in Frage kommen. 
Ich kann Ihnen hier, zum Teil mit den ausgeführten photogram- 
metrischen Zeichnungen, noch eine Reihe anderer Ansichtspost- 
karten von Göttinger Gebäuden vorlegen, die alle zu der 
gleichen Benutzung wie das obige Beispiel sich vorzüglich 
eignen. Sonst kann man auch geeignete käufliche Photogra- 
phieen benutzen, falls man es nicht vorzieht, selbst die photo- 
graphischen Aufnahmen zu machen und dann für die Schüler, 
vielleicht von einem unter ihnen, Kopieen herstellen zu lassen, 
was natürlich doch immer am besten ist, 

Beispiel III (Tafel III). Nebengebäude beim geophysi- 
kalischen Institut auf dem Hainberge bei Göttingen. 
Bei diesem Beispiel ist sofort zu erkennen, daß die Bildebene 
stark geneigt ist. Der untere Endpunkt der vordersten verti- 
kalen Kante des Gebäudes ist als Koordinatenanfang P gewählt. 
Die Ausführung der Zeichnung stützt sich hinsichtlich der ersten 
Orientierung auf den Satz 14 (p. iio), hinsichtlich der Kon- 
struktion des Grund-, Auf- und Seitenrisses auf die Sätze 25 — 29 
(p. iigff.), wobei in Betreff der Anwendung des letzten Satzes 
nur zu beachten bleibt, daß die Maßstäbe für die drei Risse 
die gleichen werden, d..\\._ ]'' Q' '= i'" Q" und P' S' ^ P'" S'" 
wird. Der um F.J-\ sowohl wie um F^F^ in die Bildebene 
umgelegte Augenpunkt ist dort, analog dem um F^ /^, umgelegten 
Augenpunkt O'l, bez. mit Ol und (Tl und entsprechend der 
Augenpunkt in der Aufrißebene ÜF.F, mit (),, in der Seiten- 
rißebene <)F..P. mit U^ bezeichnet. — 

1) Doch hatte man ebenso =ich leicht da^on über eugen konni-n et«a durch 
.^lizähkn der Bicksteine in «mer durchlaufenden Reihe daß d e Fenstei auf beiden 
Seiten gleich -iseit \oneimnder und dem Rande »Istehen sodaQ man auf druiid 
dieser Tatsache gleiche hoii/cnt-üe btreJ en aul beiden dcbaudc-eiten und damit 
ein iii)riiontale= Quadrat kennt was die Aniiendung der 'la.l/e'i q y\- IU4I s'-tatlet 
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Auf eine interessante spezielle Aufg'abengruppe möchte ich 
noch kurz hinweisen, für die wir später noch manche praktische 
Beispiele und im Anschluß daran eine einfache Konstruktions- 
methode kennen lernen werden (p. 172 f und 177), Oft wird es 
sich nur darum handeln, ein ebenes Objekt aus seinem perspek- 
tivischen (vertikalen oder geneigten) Bilde zu rekonstruieren; 
ohne daß wir schon jetzt den späteren praktischen Anwendungen 
vorgreifen, wollen wir etwa an die ebene Fassade eines Hauses 
denken, oder es sei z. B. die Aufnahme eines Gebäudes oder 
einer I.andschaft samt der Spiegelung in einem ruhigen Wasser 
bei vertikaler oder geneigter Bildebene gegeben. In diesem 
Falle kommt also das Bild auf der ebenen Wasserfläche in 
Betracht, und man wird mit Vorteil auch von den Spiegelungs- 
gesetzen bei der Bestimmung der ersten Orientierung sowohl 
wie der Rekonstruktion des Objekts selbst Gebrauch machen. 
Es gilt z. B. der besonders bei geneigter Bildebene wichtige 
Satz: 

(30) Die Verbindungslinien der Bilder eines Objekt- 
punktes und seiner Spiegelung gehen sämtlich durch 
den Lotfluchtpunkt,') 

Ich möchte diesen Abschnitt nun mit der Bemerkung ab- 
schließen, daß naturgemäß, falls es sich um größere photo- 
grammetrische Aufgaben handelt, z. B. um die Rekonstruktion 
eines komplizierten Gebäudes aus seinem photographischen 
Bilde, alle die mannigfachen praktischen Regeln der direkten 
malerischen Perspektive, welche eine Vereinfachung der Kon- 
struktion herbeizuführen vermögen, auch umgekehrt hier wieder 
zweckmäßig zur Anwendung gelangen. Hierauf im einzelnen 
einzugehen, ist mir natürlich nicht möglich; in dieser Hinsicht 
möchte ich jedoch das Hilfsmittel der zentralen Kollineation 
und der damit im Zusammenhang stehenden projektiven Theorieen 
zu erwähnen nicht unterlassen. Ist es doch z. B. sehr instruktiv, 
die Lösung der p. 118 ff. behandelten Aufgabe oder die soeben 
erwähnten Aufgaben der Rekonstruktion ebener Objekte geradezu 
mit Hilfe der zentralen Kollineation durchzuführen. 

I) Vgl, auch S. FINETEKWALDEK , Die geonietrischen Grundlagen der 
Photogramraetrie, Jahresbericht der Deutschen Mathematiker -Veceinigung, Bd, VI 3 
(1897) p. 19 ff. (Photographicen kleiner Objekte und ihrer Spiegelbilder in lueck- 
miißig aufgestellten Spiegeln; Ainvi-ndung auf Kristallographie). 
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Zweiter Abschnitt: Erweiterung der Methoden auf zwei oder mehrere 
gegebene Perspektiven. 

tj 5. Der allgemeine Satz voa Finsterwalder und De- 
finition der Kernpunkte und der zweiten Orientierung. 

Bislang war nur ein perspektivisches Bild gegeben. Wir 
mußten dann, wie wir sahen, noch bestimmte geometrische Eigen- 
schaften des Objekts kennen, damit seine Rekonstruktion mög- 
lich war. Dementsprechend kamen als Beispiele vornehmlich 
Perspektiven von Gebäuden in Betracht, an denen horizontale 
Geraden, rechte Winkel u. dgl. von vornherein erkennbar sind, 
oder es handelte sich überhaupt nur um die Rekonstruktion 
ebener Objekte. M. a.W.: Die Photogramraetrie mit Be- 
nutzung nur einer Perspektive erwies sich im wesent- 
lichen als Umkehrung der perspektivischen Axono- 
metrie (mit rechtwinkligen oder schiefwinkligen Achsen), mochte 
die Bildebene dabei keiner, einer oder zweien der Ko- 
ordinatenachsen parallel sein. 

Wir gehen nun dazu über, zwei oder mehrere perspek- 
tivische Bilder desselben Objektes von verschiedenen 
Zentren aus als gegeben vorauszusetzen. Im Gegensatz zu 
dem Obigen legen die photogrammetrischen Methoden, welche 
sich auf mehrere Perspektiven beziehen, bei ihrer Anwendung 
keinerlei geometrische Einschränkung den Objekten auf Um 
unsem Betrachtungen schon jetzt einen praktischen Ausblick 
zu geben, können wir etwa ebensowohl an Photographie en des 



z.B. 



freien Geländes, 
graphieen von Ge- 
bäuden denken, deren 
Grundrißwinkel unbe- 
kannt sind. 

Es seienjetzt zTi'ri 
Perspektiven des- 
selben Objekts von 
den Zentren (Stand- 
punkten) (J, und U, aus 
gegeben. Die wirk- 
lichen räum liehen Ver- 
hältnisse seien durch 
die Figur 105 ver- 



Gebirgslandschaften, wie an Photo- 
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anschaulicht, welche die beiden Bildebenen 93, und ^^ in der 
{zunächst noch nicht bekannten) richtigen Lage gegeneinander 
und gegen das Objelct und die innere Orientierung'), d. h. die 
Hauptpunkte //,, Jf^, die Zentren f;, , O, und die Hauptachsen 
i)^ //, , ()^ If^ erkennen läßt. Die Punkte /', und P. seien die 
Bilder eines beliebigen Raumpunktes }'. 

Ehe wir unserer Betrachtung eine elementarere Wendung- 
geben, möchte ich nicht unterlassen, doch zunächst den folgen- 
den sehr interessanten Satz anzuführen, der von Hrn. S. Finsikk- 
WALOER aufgestellt wurde'): 

(31) Zwei Perspektiven eines beliebigen Objekts mit 
ihrer inneren Orientierung- genügen, um das Objekt 
bis auf den Maßstab zu rekonstruieren. 

Den Gang dieser Rekonstruktion und damit den Beweis 
des Satzes will ich an der Hand der obigen Figur 105 kurz an- 
deuten. "Wir finden zugleich schon hier Gelegenheit, einen 
überaus wichtigen, von Herrn G. Hauck in die Photogram- 
metrie eingeführten Begrifft) kennen zu lemeiir 

(32) Definition: Man bezeichnet jedes der Bilder A' 
und K., welches das eine Zentrum in seiner Bildebene 
von dem anderen entwirft, als den Kernpunkt der be- 
treffenden Bildebene 93, und ö, (Fig. 105).") 

Ihre Wichtigkeit drückt sich in folgendem leicht zi; \>'.:- 
weisenden Satze aus: 

(.7)1) Von den beiden Kernpunkten 7\', und A' aus 
werden die entsprechenden Bilder beliebiger Raum- 
punkte durch projektive Strahlenbüschel projiziert. 
Denn in der Raumfigur 105 schneiden sich je zwei entspre- 

1) Nach der Definitior, von Hrn. S. Finstekhaldrr ist hier unter inneier 
Orientierung nur der Hauptpunkt und die Distanz verstanden {vgl. Anm. I p. loo). 

2) S. FiBSTKRWALDER , Die geometrischen Grundlagen der Photo- 
grammetrie, Jahresbericht der Deutschen Mathematiker - Vereinigung Ed. VI 2 
{1897), P- 15 ff- 

3) G. Hauck, Neue Konstruktionen der Perspektive und Photo- 
grimmetrie, loumal lur die m B 

Berhn 1881 

4) Um auf du analogen R 
Sicht iu nehmen, »urde man B Ä Ä nT 
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cheiide Strahlen auf der Schnittgeraden der beiden Bildebenen, 
wie die Strahlen K, l\ und A', P^ im Punkte P^ . 

Die Bestimmung dieser Kernpunkte K^ und A' 
bildet den ersten Teil der Losung der durch den Satz (31) 
aufgestellten Aufgabe; der Kernpunkt des einen Bildes ist im 
allgemeinsten Falle als Schnitt zweier ebener Kurven dritter 
Ordnung zu finden, für die sechs gemeinsame Punkte und noch 
je sechs weitere Punkte bekannt sind,') Der Kernpunkt des 
anderen Bildes ist dann als vierter Schnittpunkt zweier Kegel- 
schnitte bestimmt, für die drei ihrer Schnittpunkte und noch 
je ein Punkt, sowie das Doppelverhältnis dieser vier Punkte 
auf jedem Kegelschnitt bekannt sind. ') 

Der zweite Teil der Lösung verlangt, die Ebenen SHi, ^, 
in die richtige Lage zueinander zu bringen (vgl. indes 
Satz 34). Schneiden sich die Strahlen K^T\ und A'/*; in /-;, 
auf der Schnittgeraden der Ebenen (Fig. 105), so sind vom 
Dreikant mit der Ecke P„ der Winkel ß^^K,P„K^ durch 
die jetzt bekannten Winkel «, = ■^A'jÄ'i/'o und a^ = ^K,K^P,. 
und außerdem die Neigungswinkel der Ebene J'„K,A\ gegen 
$5, und S9, bestimmt, folglich sind auch der Neigungswinkel v 
der Ebenen ©^ und 95, gegeneinander und die Winkel e^ und £^ 
zwischen der Schnittgeraden der Bildebenen und /-'oA'', bez. P.J\.. 
zu finden. Sind aber erst die Bildebenen in die richtige Lage 
gegeneinander gebracht, so ergibt sich die Rekonstruktion des 
Objektes selbst sofort dadurch, daß man die Strahlen von den 
Augenpunkten nach den entsprechenden Bildpunkten paarweise 
zum Schnitt bringt. — 

Wir denken jetzt von dem Punkt O^ aus auf die ganze 
Fig. 105 samt dem Objekte mit Ausnahme der Ebene S9i eine Ähn- 
lichkeitstransformation ausgeübt, wobei 93; und O^ in (S^) und O. 
übergehen, darauf von O^ allein auf die Ebene (SSj) eine solche 
Ahnlichkeitstransformation, daß die Größe der früheren Distanz 

1) Des Näheren vgl. S. Finsi erwaluer, Die geometrischen Grundlagen 
iler Photogrammetrie,p. 8 Nr. 5 und p. 10 Nr. 8, sowie R. Stusii, Das Problem 
der Projektivitat und seine Atuvendung auf die Flächen zweiten 
rirades, Mathemadsche Annalen Bd. I, p. 533 — 575, Leipzig 1869. 

2) S. FlNSTEKiVALDER, Die geometr. Gnindl. der Photogr., p. 3J Nr. 30 {„Pro. 
blem der fünf Punkte", zuerst gelost von H. Müller in Freiburg, in die Photo- 
grammetrie eingeführt von J. Steine« in Prag in seinem Werke: Die Photo- 
giammetrle im Dienste des Ingcnieursi, cm J.chrbuch der Photograni- 
metrie. Wien 1S93. P. 24). 
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O, //; für die neue Lage 35z wieder hergestellt wird. Man erkennt 
dann, daß hierdurch die beiden Bildebenen mit ihrer unver- 
änderten ersten Orientierung in eine solche neue Lage zuein- 
ander gebracht sind, in der die entsprechenden Strahlen bez. von 
(), und ()^ nach je zwei zugehörigen Punkten, wie nach I\ 
und I\, sich nach wie vor schneiden, und daß das neue so re- 
konstruierte Objekt zu dem alten ähnlich ist. Hieraus folgt auch 
ohne Voraussetzung des Satzes (31) (dem Satze (20) analog): 




ürimdrißebeiir. 



(34) Sind zwei Perspektiven eines Objekts samt 
ihrer ersten Orientierung gegeben, so gestattet dies 
allein höchstens die ähnliche Gestalt des Objekts zu re- 
konstruieren; dessen wahre Größe wird dann erst durch 
die Kenntnis der wahren Lange einer einzigen Strecke 
des Objekts oder auch der wahren Entfernung 0^0^ der 
Standpunkte bestimmt. Wir können daher, da wir ohnehin 
gewöhnlich im verkleinerten Maßstäbe zeichnen, die Länge der 
Strecke ()J)^ (oder ihrer Projektion) auf dem Zeichenblatt will- 
kürlich wählen; die bekannte Länge irgend einer Strecke be- 
itimmt dann wieder den Maßstab unserer Zeichnung. 

Wir beschränken uns nun in der folgenden Betrach- 
tung durchaus auf vertikale Bilder. Die Hohen der beiden 
Standpunkte O^ und O, über einer zu den beiden Bildebenen 
senkrechten Grundrißebene können jedoch verschieden sein 
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(Fig. io6).') Da für die Bestimmung der ersten Orientierung 
jedes einzelnen Bildes allein in Betracht kommt, was wir schon 
früher, insbesondere in den Sätzen 15 — 19 (p. 1 1 1 ff.), entwickelt 
haben, so wollen wir jene sogleich als ausgeführt voraussetzen. 
Ferner wollen wir von der (für unsem Zweck spezialisierten) 
Definition Gebrauch machen: 

(35) Unter der „zweiten Orientierung" zweier oder 
mehrerer vertikaler Bilder gegeneinander verstehen 
wir die Elemente, welche die Grundrisse der Stand- 
punkte Oi und der Hauptachsen OtHi der einzelnen 
Bilder in einer zu ihnen senkrechten Grundrißebene 
bis auf den Maßstab gegeneinander festlegen.') 

Die zweite Orientierung gestattet also auch nur eine ähn- 
liche Figur dieses Grundrisses zu zeichnen, dessen Maßstab in 
Übereinstimmung mit dem Satze (34) erst bestimmt wird, wenn 
noch eine Strecke der wahren Länge nach bekannt ist. 

(36) Die zweite Orientierung ist für zwei vertikale 
Bilder gegeben durch die Horizontalwinkel') m^ und ta^ 
zwischen der Hauptachse jedes einzelnen Standpunktes 
und der „Standlinie", d. h. der Verbindungslinie OJ).^ 
der beiden Standpunkte, 

Es ist unmittelbar zu er- 
kennen, wie aus o,, (O3. und den 
bekannten Elementen der ersten 
Orientierung dann der neben- 
stehende Grundriß zu zeichnen ist 
(Fig. 107). 



i 6. Vi 



■ Methode 



nung de 



Die Aufgabe, aus zwei mit erster Orientierung gegebenen 
Perspektiven in einfacherer Weise als nach der p, 129 an- 
gegebenen Lösung das Objekt zu rekonstruieren, zerfällt nun 
in folgende beiden Teile: 

1. in die Bestimmung der -zweiten Orientierung, 

1) Sind im besonderen diese Höhen gleich, so wird man die Grundrißebene 
natürlich bequem durch die beiden Standpunkte selbst hindurchlegen. 

2) Vgl. Amn. I p. 100. Die Orientierung gegen die Meridianrichtung, welche 
zur „äußeren Orientierung" des Hrn. Finsterwalder gehört, ist also nicht einbegriiFen. 

3) Wegen des Begriffs „Horizontalwiukel" vgl. Satz (19) p, 112. 
Klein u. Ribckh, Vorträge U, ;. 9 



y Google 



2. in die Rekonstruktion des Grund- und Aufrisses 
des Objektes. 

Was zunächst die Bestimmung der zweiten Orientie- 
rung betrifft, so wollen wir vier verschiedene Methoden 
kennen lernen, um die dazu nötigen Elemente m, und cj-, zu 
erhalten. 

a) Es seien von jedem der beiden Standpunkte aus 
die Horizontalwinkel o, und w^ direkt gemessen. Hierzu 
mag man entweder einen Theodoliten zu Hilfe nehmen, nach- 
dem man den gegnerischen Standpunkt jedesmal durch ein 
Signal (eine Bake) markiert und sich außerdem einen deutlich 
sichtbaren Punkt des Objekts gemerkt hat, der bei der photo- 
graphischen Aufnahme in der Haupt vertikal ebene, d. h. der 
vertikalen Ebene durch die Hauptachse, liegt, sich also in der 
etwa durch einen feinen Strich auf der Mattscheibe ange- 
gebenen Haupt vertikalen abbildet. Oder aber der photo- 
graphische Apparat selbst besitzt Einrichtungen zu einer 
solchen Wink elm essung (Phototheodolit, vgl. p. i8o). 

b) Es sei möglich, von jedem Standpunkte aus den 
andern oder doch die durch ihn gelegte vertikale Ge- 
rade, die wieder durch ein Signal markiert ist, zugleich 
mitzuphotographieren (Fig. io6).') Ist dann A' bez. A"^ der 
Schnittpunkt des Bildes der einzelnen Vertikalgeraden mit dem 
zugehörigen Horizont in der Bildebene Sä, bez. Sß; (also auch die 
Projektion bez. des Kernpunktes AT, und A'^ auf den betreffen- 
den Horizont), so sind die leicht zu konstruierenden Winkel 
KJJJI.'-'K^O'Hl und K\0,H,^ KlO^Ii; mit den soeben 
eingeführten Winkeln w, und «j identisch. Diese Methode hat 
den Vorzug, daß überhaupt keine Winkel zu messen sind, also 
auch die Anwendung des Transporteurs nicht nötig ist. 

Zusatz. Würde es nicht möglich oder zweckmäßig sein, 
von dem einen Standpunkte, etwa O,, aus den gegnerischen 
Standpunkt O, zugleich mit dem Objekte selbst auf dieselbe 
Platte zu bringen, so kann man neben der Hauptaufnahme des 
Objektes noch eine Hilfsaufnahme von demselben Standpunkte O, 
aus machen, welche den Standpunkt O. und einen Teil der 
Hauptaufnahme enthält (von dieser wieder vertikalen Hilfs- 

r^ Für die Figuv loC ^ilt das oben (p. loof.) Gesagte, daß die gezeichneten 
Bildebenen die in Bezug auf die zugehörigen Zentren syiiimetiisclien I,agcn der 
Mattscheibe bei den photographi sehen Aufnithmen darstellen. 
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aufnähme sei die erste Orientierung natürlich auch bekannt). 
Wir wollen die Bildebene der Hilfsaufnahme mit S,, ihren Hori- 
zont mit //j, das auf Grund der ersten Orientierung gegen 33, 
festgelegte Zentrum, das im Räume mit Ö, zusammenfällt, mit 0^ 
und den Schnittpunkt von h^ und dem Bilde der durch Oj 
gehenden vertikalen Geraden mit K^ bezeichnen. Sind /*, und 
/', die deutlich sichtbaren Bilder desselben Raumpunktes P 
(Turmspitze, Punkt einer Gebäudekante, Bergspitze) in den 
Ebenen SS, und 58^, /*, und P. ihre Projektionen auf die Hori- 
zonte A, und A3, so ist die Summe der Winkel «, = -^ P^O^K^^ 
und ß = ^P,0,H, wieder der gesuchte Winkel a^, wobei ev, die 
Vorzeichen der Winkel zu beachten sind. Wie die graphische 
Bestimmung der beiden genannten Winkel und damit die von 
o, auszuführen ist, brauche ich kaum zu erwähnen. 

c) Was nach diesem Zusatz die Benutzung von Hilfsauf- 
nahmen ermöglicht, wird in analoger Weise erreicht, wenn 
man auf einem vorliegenden Grundrißplan die Lagen 
Ol und 0/ der beiden Standpunkte und den Grund- 
riß P' eines solchen Objektpunktes P besitzt, dessen 
Bilder auf den beiden photographischen Platten deut- 
lich sichtbar sind. Sind P, und />, die Bildpunkte von P, 
P, und jPj ihre Projektionen auf den jedesmaligen Horizont 
und P,', P^ ihre Grundrisse {Fig. 108), so ist die algebraische 
Summe der {ev. mit verschiedenen Vorzeichen zu nehmenden) 
Winkel a, = ^0,'0,'P' und ji, = ^ /', 7>//// = < / VA //, der 
gesuchte Winkel o,, wo 
der erste Winkel «, aus 

dem vorgegebenen 
Gnindrißplan, der zweite 
ß, aus der ersten Auf- a^^ 
nähme sich ergibt. Ana- 
loges gilt für den Win- 
kel CJ3 = K, + ß^. Diese 
Methode empfiehlt sich of^ 
besonders dann, wenn der '''"'^"' "'°* 

eine Standpunkt vom anderen aus überhaupt nicht sichtbar ist, 
d} Endlich wird man folgende Modifikation der vorigen 
Methode benutzen können. Man kann eben in analoger Weise, 
wie nach der ersten Methode unmittelbar die Winkel m, und w, 
gemessen wurden, die soeben benutzten Horizontalwinkel 

9* 
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Fr. S^liäliitg: 



a, = ^0^'O^P' und a.-^^O^O^P', welche je in dem einzelnen 
Standpunkte die Richtungen nach einem auf beiden Photogra- 
phieen abgebildeten Raumpuiikte F und nach dem anderen Stand- 
punkte bilden, ebenfalls durch geodätische Messungen 
bestimmen, entweder indem man sie unmittelbar mit einem 




Theodoliten oder der ihn ersetzenden Einrichtung des photo- 
graphischen Apparates direkt mißt oder, falls der eine Stand- 
punkt vom anderen nicht sichtbar ist, indem man etwa vom 
Punkte /' aus und einem geeigneten Hilfspunkte Q jedesmal 
die Horizontalwinkol zwischen den beiden Standpunkten und 
dem Punkte Q bezw. P mißt und daraus durch Zeichnung oder 
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Rechnung die Winkel ß, und a^ findet. Diese Winkel ß, und a^ 
werden dann genau wie vorhin zur Bestimmung der Winkel w, 
und (i)j benutzt. 

Wie man sieht, genügt es, für einen einzigen Raumpunkt P 
die Winkel a, und ß, zu bestimmen; doch ist es einleuchtend, 




daß man der größeren Genauigkeit wegen ev. mehrere Raum- 
punkte und ihre Bilder in der angegebenen Weise benutzen wird, 
daß man überhaupt die einzelne Methode wiederholt oder auch 
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Kombinationen von ihnen zweckmäßig anwendet, um eben die 
Winkel M, und O; möglichst genau festzulegen. 

Ein Beispiel für die vierte Methode und zwar in 
der Verallgemeinerung, daß von drei Standpunkten aus Auf- 
nahmen gemacht sind, geben die mit erster Orientierung (Di- 
stanzen d,^ d, = d^^ 25,6 mm) versehenen Photographieen der 
Stadt Göttingen und ihrer Umgebung, welche von der Platt- 
form Ol des „Rohns", vom „Pavillon" Oj und vom „Eulenturm" O-^ 
aus aufgenommen wurden und im Vordergrunde die „Villa 
Levin" P zeigen (Fig. 109 a, b, c). 

Auf dem käuflichen Plane der „Hainberganlagen", von dem 
Figur I [ o den hier in Betracht kommenden Teil wiedergibt, ist 
(^- fPafiiton) zwar die Lage der 

drei Standpunkte O^, 
O,, O3 und der Villa 
Levin P gegeneinan- 
■^OjfEuleneu-r»^) ^^^ deutlich zu er- 
kennen; doch da der 
Plan zu ungenau ge- 
zeichnet ist, gestattet er nicht 
die Anwendung der dritten 
Methode. Einige meiner Schü- 
ler haben daher die notwendi- 
gen geodätischen Winkel- 
messungen ausgeführt unter 
Hinzunahme des „Johannis- 
kirchturmes" als Hilfspunktes 
Q, da die einzelnen Stand- 
punkte nicht sämtlich von- 
einander sichtbar waren. Es ergaben sich folgende Werte für 
die in der schematischen Figur iii bezeichneten Winkel: 

iTi = i5'"4"4', üi = 12" 4,5', 

ii; = 30" 58,4', z, = i" 8,0', und (i = 78'\i4,5'. 

%^= 18" 1,4; x, = 6° 38,0', 

(Der Winkel « war noch zu messen notwendig, da die drei 
Punkte O2', P', Q' nahezu in einer Geraden liegen.) Diese Winkel 
gestatten, den Grundriß der vier Punkte Oj,0^, O^ und /' genau zu 
zeichnen und unter Benutzung der aus den drei Photographieen 
zu entnehmenden Winkel ß, ^ <^P'0,'H,' (/'= 1, 2, 3) die Grund- 




^'0ehanniskirehturm) 
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risse der drei Horizonte hinzuzufügen. Wie wir sogleich noch 
allgemein besprechen werden, vermag man dann den Grundriß 
der auf beiden Photographieen sichtbaren Gebäude (Türme der 
Kirchen, Schornsteine usw.), Bergspitzen und anderer bemerkens- 
werter Punkte zu zeichnen, sowie deren Höhen über der ge- 
wählten Grundrißebene und ebenso die Höhen der drei Stand- 
punkte im Maßstabe der Zeichnung zu bestimmen. 

Ich möchte noch besonders hervorheben, wie solche Bei- 
spiele in vorzüglicher Weise die Methoden der Geodäsie und 
darstellenden Geometrie miteinander verknüpfen und damit 
gerade für den Unterricht in der angewandten Mathematik an 
den Universitäten die wünschenswerte innige Beziehung beider 
Gebiete aufeinander vermitteln. 

§ 7. Rekonstruktion des Grund- und Aufrisses 
des Objektes. 

Ist nun die zweite Orientierung bestimmt und mit Hilfe der 
ersten und der zweiten Orientierung die Figur des Grundrisses 
für die Standpunkte und die Horizonte in ihrer gegenseitigen 
Lage gezeichnet (Fig. 107), so ist die Rekonstruktion vom 
Grund- und Aufriß des Objektes selbst, soweit dieses in 
den beiden Bildern vorhanden ist, sogar einfacher als in dem 
früheren Falle, wo nur eine Perspektive gegeben war. Hierbei 
bedienen wir uns stets folgender Bezeichnung, wie wir nochmals 
hervorheben wollen: Die beiden Bilder eines Raumpunktes _A' 
seien mit X„ X^, ihre Projektionen auf die Horizonte mit X„ X. 
ihre Grund rißprojektionen mit .Y,', A'/ und der Grundriß des 
Raumpunktes selbst mit A" bezeichnet. Es gilt dann sogleich: 

(37) Der Grundriß A" eines beliebigen Objekt- 
punktes X ist der Schnittpunkt der beiden „Grundriß- 
strahlen", welche bezw. die Grundrisse O,' und (9/ der 
Standpunkte mit den auf den Horizontgrundrissen ge- 
legenen Grundrissen A'/ und A,' der zugehörigen Bild- 
punkte X, und A'; verbinden.') 

Um diesem Satze gemäß nun die Konstruktion für die ein- 
zelnen Raumpunkte auf dem Zeichenblatt auszuführen, wollen 
wir wieder die beiden Bildebenen und die Grundrißebene neben- 

1) Wer mit den Methoden dec niederen Geodäsie yertraut ist, wird leicht er- 
kennen, daß dieser Satz ganz dem dort benul/.tcn Prinzip des Viirwürlsein- 
schneidens entspricht. 
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einander gelegt denken, den einzelnen Standpunkt aber hierbei 
um den Horizont in die zugehörige Bildebene bez. nach 0° 
und ()", umlegen. Wie früher ist es natürlich nötig, die ein- 
, 7, einen Punkte des 

^^ / ' /■ Horizontes der einen 

und der anderen Bild- 
ebene auf den Grund- 
riß desselben Horizon- 
'' tes in der Grundriß- 
ebene zu übertragen. 
rf.*«.- Unsere Methode sei 
noch durch das in den 
Figuren 112 a, b und 
*ö,° ^"' 1 1 3 ausgeführte Bei- 

'^"^ "^^' '^"^ '" ' spiel veranschaulicht, 

aus zwei samt ihrer ersten Orientierung gegebenen 
Perspektiven eines im Raum gelegenen Dreiecks I'QR, 
welche auch die Projektionen Ä' und A'^ der Kern- 
punkte iTj und Ä'j auf den jedesmaligen Horizont ent- 




halten, den Grundriß des Dreiecks zu rekonstruieren. 
Die Grundrißebene sei im besonderen durch das Zentrum O^ 
gelegt, sodaß 0„ O,' und für einen beliebigen Bildpunkt X, 
seine Projektionen ^Y,, X^ zusammenfallen. Die Strecke 0^0^ 
ist mit dem Satze (34) p. 130 entsprechend willkürlich gewählt. 
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Was ferner die Bestimmung; der Höhe des einzelnen 
Punktes über der Grundrißebene betrifft, so ist die Methode 
im wesentlichen genau die gleiche, wie wir sie früher bei einer 
einzigen gegebenen Photographie kennen lernten {p, 1 1 5). Nun 
ist zunächst zu beachten, daß wir, um die Grundrißebene völlig 
festzulegen, ihre Schnittlinie gi {i= i oder 2) mit einer der Bild- 
ebenen noch willkürlich wählen können. Wie wir sogleich im 
einzelnen an dem Beispiel noch näher ausführen werden, läßt 
sich, abgesehen von dem ersten Punkte, die Hohe jedes (in 
beiden Bildern sichtbaren) Punktes doppelt bestimmen, je nach- 
dem man die eine oder die andere Perspektive benutzt. Hier- 
mit ist zugleich eine ausgedehnte Kontrolle für die Genauigkeit 
der Zeichnung gegeben, die besonders dann wünschenswert ist, 
wenn etwa identische Punkte der beiden Photographieen nur 
angenähert zu ermitteln sind, wie dies z. B. oft bei Aufnahmen 
von zerklüftetem Felsgestein im Gebirge der Fall sein wird. 
Die Hühenbestimmung der ersten Punkte dagegen liefert die 
Höhendifferenz der Standpunkte im Maßstabe der Zeichnung, 
wodurch nun auch die Schnittlinie der Grundrißebene mit der 
anderen Bildebene bestimmt ist. 

In unserem Beispiel') wurde als Spur^, der Grundrißebene 
in der ersten Bildebene, wie wir schon anführten, der Horizont /;, 
selbst gewählt. Die z, B. aus dem ersten Bilde zu ermittelnde 
Höhe des Punktes P unseres Beispiels über seinem Grundriß I'' 
(Fig. 113) ergibt sich dann durch Umlegung des rechtwinkligen 
Dreiecks 0,P'P um seine Grundlinie O,/'' in die Grundriß- 
ebene nach OiP'P*; P* ist dabei der Schnitt des Lotes in /'' 
zu O^P' und des Strahles O,/',*, mo Pt auf dem Lote in P^ 
zu 0,P' liegt und P^P^, die Höhe des Bildpunktes J\ über 
der ersten Horizont- oder der Grundrißebene, gleich der 
Strecke /',/', in der ersten Bildebene (Fig. 112a) zu wählen ist. 

Ganz analog wollen wir das rechtwinklige Dreieck, dessen 
Ecken die Punkte Oj, 7^ und die Projektion P^ von P auf die 
zweite Horizontebene bilden, um seine horizontale Kathete in 
die genannte Ebene umgelegt und dann in die Grundrißebene 
nach i9//'**-P' projiziert denken. Der Punkt P** ist wieder 

I) Eine einfache Überlegung an der Hand der 1 Igenden Au=fuhrnngen ie 
Textes zeigt, daß die Stücke der Figuren ll-"! b k--mes»e„'. stmtli h willkürlich 
lu wählen sind (vgl. Satz (31) p. 128); wir Meiden daher annehmen laß die Fl 
guren Il2a, b etwa aus zwei photographi chen aufnahmen entn nimeii smi 
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der Schnitt des Lotes in P' zu O^P' und des Strahles 6>;/V. 
wo P^ auf dem Lote in P^ zu O^P' liegt und P^P^\ die Höhe 
des Bildpuiiktes P^ über der zweiten Horizontebene, gleich der 
Strecke P^P^ der zweiten Bildebene (Fig. 112b) zu wählen ist. 
Die Differenz {7>*)/J** (Fig. 113) der gefundenen Hohen P' p* 
und p' p*"* über den beiden Horizont ebenen stellt dann die — hier 
negative — Höhe des Standpunktes C, über der Grundrißebene, 
d.h. die Höhendifferenz der beiden Standpunkte 0^,0^ dar. 
(Natürlich kann man jetzt auch die Kernpunkte K^ und A'j selbst 
leicht in den Bildebenen konstruieren.) Ebenso sind, wie in der 
Figur 1 1 3 nicht aus- 
gezeichnet wurde, die 
Höhen der Punkte 
Q und 7^ über der 
ersten Horizont- 
ebene (Grundriß- 
ebene), und zur Kon- 
trolle, wenn man will, 
auch über der zwei- 
ten Horizontebene 
zu bestimmen. Die 
Figur 1 1 4 stellt dann 
den Aufriß in der 
mit der ersten Bild- 
'^''-'^ "'■ ebene zusammen- 

fallenden Aufrißebene dar und ist mit Hilfe der konstruierten 
Höhen der drei Eckpunkte des Dreiecks und der Höhendiffe- 
renz der Standpunkte gezeichnet. 

In Beziehung zu dem Satze (34) sei des besonderen Interesses 
wegen noch hervorgehoben, daß auch die wahre Höhendifferenz 
der beiden Standpunkte, wenn sie — etwa durch barometrische 
Messung — bekannt ist, den Maßstab festlegt, daß sie aber 
andererseits ebenso wie die horizontale Entfernung 0^0^ be- 
stimmt ist, wenn man die Länge irgend einer Strecke des Ob- 
jektes kennt. — 

Oft wird es wünschenswert oder geradezu geboten sein, 
noch mehr als zwei Perspektiven zur Rekonstruktion des 
Objektes zu verwenden, sei es, daß mit zwei Perspektiven allein 
— wie z. ß. bei einem nicht symmetrischen Gebäude — nicht 
alle Seiten des Objektes genügend zur Darstellung kommen^ 
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sei es, daß bei Benutzung nur zweier Perspektiven manche der 
durch beide dargestellten Punkte sich nur sehr ungenau, etwa 
durch einen schleifenden Schnitt der beiden Grundrißstrahlen, 
konstruieren ließen. Doch kommen bei mehr als zwei (verti- 
kalen) Perspektiven wesentlich neue Methoden nicht in Be- 
tracht. Wieder muß zunächst die erste Orientierung aller 
Bilder bekannt sein; die zweite Orientierung umfaßt die Be- 
stimmung des sogenannten „Standpunktpolygons", d. h. des 
aus Dreiecken sich zusammensetzenden Polygons, welches 
durch Verbindung der Standpunktgrundrisse entsteht, 
hinzukommenden Lagen der 
Hauptachsengrundrisse O,' Ili 
(Fig. 115). Ohne dies im einzel- 
nen auszuführen, wollen wir nur 
wiederholt auf die nahe Be- 
ziehung zur Geodäsie hinweisen, 
insbesondere auf die dort ent- 
wickelten Methoden, wie man ' Fi ur n 
Dreiecksnetze durch Winkel- 
messungen festlegt, unter Umständen etwa von einzelnen be- 
reits in ihrer gegenseitigen Lage bekannten Punkten eines 
Situationsplanes ausgehend, 

(38) Der Grundriß eines Objektpunktes ist dann auf 
so vielen Grundrißstrahlen gelegen, wie der Punkt 
überhaupt auf den einzelnen Perspektiven erscheint, 
und seine Höhe über der Grundrißebene läßt sich 
ebenso viele Male bestimmen, abgesehen von dem 
ersten Punkte, der dafür die Höhendifferenzen der 
einzelnen Standpunkte gegeneinander liefert. 

Ich möchte schließlich noch die Apparate erwähnen, 
welche die Rekonstruktion des Grund- und Aufrisses 
aus zwei Perspektiven mechanisch ermöglichen, wenn 
ich auch nicht im einzelnen hierauf eingehen kann. Ein solcher 
Apparat ist 1884 von Herrn Architekten H, Ritter in Frank- 
furt a. M, ausgeführt'}; er leistet die verlangte Rekonstruktion 
jedoch nur für ebene Objekte oder beliebig viele ebene Schnitte 

l) H. Ritter, Petspektograph, Apparat iur mechanischen Her- 
stellung der Perspektive aus geometrischen Figuren sowie umgeltehrt 
der Originalfiguren aus perspelitivischen Bildern, Frankfurt a. M., I. Aufl. 
1884 (vgl, auch Deutsche Bauzeitung und Centralblatt der Bau Verwaltung, Jahrg. 1884). 
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eines Objektes. In demselben Jahre hat Herr Gr. Hauck einen 
(schon 1883 konstruierten) Apparat veröffentlicht, der von Herrn 
E. BkAUEk verbessert wurde. ') Dieser Apparat gestattet aus dem 
Grund- und Aufriß beliebiger räumlicher Objekte die perspek- 
tivische Ansicht mechanisch zu konstruieren; die ihm zugrunde 
liegenden Gedanken lassen jedoch unmittelbar auch die Kon- 
struktion für die umgekehrte Aufgabe zu, aus zwei Perspek- 
tiven den Grundriß (oder Aufriß) zu rekonstruieren, wie Herr 
Fr. ScHifTNER^) näher angegeben hat. Herr E. Brauer hat dann 
später noch eine einfachere Konstruktion angegeben, welche 
jedoch weniger mechanisch arbeitet.') 

§ 8. Ausgeführte Beispiele. 
Beispiel IV (Tafel IV). Theater in Göttingen, von 
zwei Standpunkten aus aufgenommen. Die erste Orien- 
tierung der beiden Bilder wurde nach den Sätzen (15) und (16) 
p. 1 1 1 gegeben; die beim Photographieren abgelesenen Distanzen 
0,11, und O^Hi betrugen 150,2 mm und 150,5 mm. Für die 
Bestimmung der zweiten Orientierung kam die zweite Methode 
{p. 132) zur Anwendung, Die durch Baken markierten Verti- 
kalen der Standpunkte sind in den Photographieen senkrecht 
über oder unter den Punkten A', und K^ als kleine Striche zu er- 
kennen. Die Grundrißebene ist wieder einfach durch das Zen- 
trum (9, gelegt. (In der ausgeführten Zeichnung ist indes der 
Übersichtlichkeit der Figur zuliebe die doppelte Größe der Di- 
stanzen für den Grundriß benutzt, und dementsprechend sind die 
hierher von den Bildebenen übertragenen Abstände der einzelnen 
Punkte X,- der beiden Horizonte //, von den Hauptpunkten H; 
ebenfalls verdoppelt.) Die Konstruktion der drei Risse des 

I) G. Hauck, Mein perspeklivischer Apparat, FeHtschrift der Kgl. 
Technischen Hochschule in Berlin 1884, sowie „Verhandlungen der physikalischen 
Gesellschaft in Berlin" 1883, Nr. 8. 

E. Bbauer, Hauck-Brauers Perspektivzeichenapparal, Zeitschrift des 
Vereins Deutscher Ingenieure, Bd. XXXV, p. 782 (1891). 

Eine Beschreibung der Apparate von Rittkr und Hauck gibt auch W. Dyck, 
Katalog mathematischer und mathematisch-physikalischer Modelle, 
Apparate und Instrumente, München 1893, p. 234 — 243. Auch von Pietro 
FlowNl ist ein Perspektograph konstruiert worden, vgl. DVCK, 1. c. p. 243. 

2} Fr. Schiffner, Die photographische MeBkunst oder Photogram- 
metrie, Bildmeßknnst, Phototopographie, Halle a. S. 1892, p. 108. 

3) Vgl. E. Brauer, Perspektiv-Reißer, Zeitschrift für Mathematik und 
Physik, Bd. XI.m, p. IÜ3, Leipzig 1S9S. 
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Gebäudes erfolgte dann ohne weiteres nach den im vorigen 
Paragraphen entwickelten Methoden, nur wurde noch die Sym- 
metrie des Gebäudes zur vollständigen Zeichnung benutzt Eine 
Höhenbestimmung, nämlich die des Punktes A der einen Ge- 
bäudekante, ist in der Grundrißebene doppelt ausgeführt, woraus 
die Höhendifferenz der beiden Standpunkte (im Maßstabe der 
Zeichnung) sich ergibt, wie p. 139?. angegeben wurde.') Da 
überdies die vordere Breite des Gebäudes zu 2z m gemessen 
war, konnte der Maßstab für die Zeichnung der drei Risse 
hinzugefügt werden. Aus ihm ergibt sich die wahre Länge 
jeder anderen Strecke; beispielsweise findet sich die Höhe der 
vorderen Giebelspitze über dem Boden des Gebäudes zu 17,1 m 
und die wahre Höhendifferenz der beiden Standpunkte {d. h. der 
Zentren) zu 4,8 m (wobei indes noch zu beachten ist, daß ihre 
Höhen über dem Erdboden bezw. 1,18 m und 1,25 m betrugen), 
ihre horizontale Entfernung zu 159,3 m. 

Beispiel V (Tafel V), Lindenkrug bei Gottingen, 
von drei Standpunkten aus aufgenommen. Zur Bestim- 
mung der ersten Orientierung der drei Bilder nach den Sätzen 
(15) und (19) wurden die drei Horizontalwinkel -p^, ■^,^, jp^ ab- 
gelesen, unter welchen je von dem einzelnen Standpunkte O,, 
0^, O^ aus die äußersten Gebäudekanten und zwar des zweiten 
Stockwerkes erscheinen; für die Winkel ergaben sich die Werte 



1/:,= 18 14, i/>,= 18 33 , ^(»3 = 16 33 , 
Orientierung wurde nach der vier- 
ten Methode (p. i33f.) ausgeführt. 
Es wurden mit einem Theodo- 
liten von jedem Standpunkte aus 
die Horizontal Winkel 3j, ß^, ffj und 
Kj, ffij, Kj zwischen den beiden an- 
deren Standpunkten und der Spitze 
P des höchsten Turmes gemessen 
(Fig. 116). Die ausgeglichenen 
Werte der Winkel sind folgende: 

fl, -- 7i"3i'o. 
ö, = 44" ^o', 
öj = 64"8',5, 



Die Bestimmung der zweiten 




1) Daß man beispids' 
Gebäudekanten noch einfachere Hohen 
andeutungsweise bemcrlct. Vgl. p. I 



r Benutzung der Flnchlpunkle der horiiomalen 
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Sie gestatten {unter Benutzung eines genauen Transporteurs) 
die gegenseitige Lage der Punkte (9/, O^, O^, P' und mit Hilfe 
der drei Bilder und ihrer ersten Orientierungen auch die Hori- 
zontgrundrisse /;/, h^, h^ zu zeichnen. Die drei Distanzen 
wurden für den Grundriß wieder verdoppelt. Für den Punkt P 
ist auch die Bestimmung seiner Höhen P' P*, p^' p** und p" p«»» 
über den drei Horizontebenen gestrichelt ausgezogen. Die Unter- 
schiede dieser drei Höhen geben zugleich wieder die Höhen- 
unterschiede der drei Standpunkte an. Für den gezeichneten 
Aufriß des Gebäudes ist die zweite Bildebene als Aufrißebene 
gewählt. Die zu 114,4 "^ direkt gemessene Strecke 0^0^ er- 
möglichte, den Maßstab für die Grund- und Aufrißzeichnung 
von vornherein gleich i : 300 zu wählen. 



Dritter Abschniu: Die prakfischen Anwendungen der Ph otog ramme tri e. 

Wir gehen nunmehr dazu über, die Anwendungen der 
Photogrammetrie in den verschiedensten Gebieten zu 
besprechen. Wir werden zugleich hier auch die geschichtliche 
Entwicklung der Photogrammetrie streifen, auf die im einzelnen 
einzugehen ich mir versagen muß.') 

§ 9. Beziehung zur Malerei, 
Zuerst möchte ich auf die interessante Beziehung der 
Photogrammetrie zur Malerei hinweisen. Wie die malerische 
Perspektive die geometrischen Gesetze aufstellt, welche für den 
ausübenden Künstler beim Entwerfen seines Gemäldes ihre 
Rolle spielen, so werden wir andrerseits, wenn wir vor ein 
fertiges Bild treten, die Frage uns vorlegen können, inwieweit 



1) Über die Geschichte (icr Photogrammetrie findet 
Ik.WlENm, Lehrbuch der darstellenden Geom 
-53- 



1 Näher 



etric, Bd. I, Leipzig 1884, 
Ingenieurs, Wien 189I, 

U in der pr^iklischen 



Fk. Stecher, Die Photograpliie im Dienste des 
p. 163—169- 

E. DoLEKAi,, Die Anwendung der Photograph 

Meßknnst, Halle a. S. 1896, p. 54—106. 

F. SCHIFFNKK, Die photographische Meßknnst oder Pbotogra 

Bildmeßkunst, Phototopographie, Halle a. S. 1893, p. 72. 
A. I.AUSSBDAT, La Metrophotographie, Paris 1S99, P- 34ff- 
und in dem mehrfach erwähnten Referat von Herrn S. F 
auch der Artikel des Herrn S. Finster\\-al1)KH. über Phc 
cyklopädic der mathematischen Wissenschaften lu erwarlen 
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dabei nun diese Regeln wirklich zur Geltung gebracht sind, 
eine Frage , für deren Beantwortung eben die entwickelten 
Methoden der Photogrammetrie maßgebend sind.') Es ist über- 
aus verlockend und anregend, von den ältesten Zeiten beginnend, 
die Gemälde der bedeutendsten Meister in den verschiedenen 
Kunstepochen, besonders die, welche architektonischen Aufbau 
zeigen, zu überblicken und an dem einzelnen Bilde die Per- 
spektive der Zeichnung zu prüfen/) Freilich wird man sich stets 
vor Augen halten müssen, daß die Malerei keine Geometrie ist, 
daß noch andere Gesichtspunkte für jene in Betracht kommen, 
insbesondere der höchste Zweck jedes künstlerischen Schaffens, 
die Schönheit, welche mancherlei Abweichungen von den geo- 
metrischen Sätzen der Perspektive in der Behandlung der 
Figuren geradezu fordert.') 

1) „Man fordert mit Recht, daß der ,\ral'r sein Bild nach den ilrengen Regeln 
der Kunst genau vetzeichne. wenn er dem Tadel entgehen will, der gegründet ist; 
allein wenn er seinen Regeln gefolgt und die Bilder richtig entworfen und aus- 
gemalt hat, so hat er das Recht zu fordern, daß man es als ein Kenner beschaue", 
J. H. Laubert, Freie Perspektive usw. I. p. 178. 

Neben der Linienperspektive unterscheidet man noch die Farben- und 
Luftperspektive (d. h. die Berücksichtigung der "Wirkungen von Licht und Luft 
bei der Wiedergabe der Natur), die für uns hier nicht in Betracht kommen. Vgl. 
J. H. Lambert, 1. c. p. 201 : „Die Regeln der Perspektive erschöpfen den Reichtum der 
Jlalerkunst lange nicht, und diese wird sich immer die Kunst der Farben, die feinere 
Ausbildung der Teile, das Natürliche in Austeilung des IJchtes und Schattens und 
die Entwerfung solcher Dinge, wobei Lineal und Zirkel nichts helfen, als ein Eigen- 
tum vorbehalten." 

In engster Beziehung zu den Betrachtungen des Testes steht auch der im 
Math. -Verein München gehaltene Vortrag des Herrn K. Doehlemann: „Raum- 
kunst und rllusionsmalerei", der in der Beilage zur „Allgemeinen Zeitung" 
Nr. 168 vom 25. Juli 1904 abgedruckt ist. 

2) Gelegentlich der ModellaussteUung in München 1893 hat Hercl- Burjiestek 
eine Sammlung von zwanzig Gemälden alter Meister mit Einzeichnungeii und Er- 
läuterungen zur Untersuchung der Perspektive vorgelegt und hierbei auf die be- 
rechtigten und lüchtberechtigten Abweichungen von den strengen Regeln hingewiesen. 
Vgl.W.DYCK,Katalog mathematischer und mathematisch-physikalischer 
Modelle, Apparate und Instrumente, Nachtrag, München 1893, p. 51. 

Auch G. SCHRRIBEK, Malerische Perspektive, Karlsruhe 1854, die für 
Künstler geschrieben ist, enthält neben vielen kunstgeschichtlichen Bemerkungen 
eine Untersuchui^ von Bildern bedeutender Maler, desgl. Fk. BossuET (Maler nnd 
Professor an der Akademie der Künste in Brüssel), Trait6 de perspective 
lineaire, 2 vol., Brüssel 1871. 

3) Mit Recht hebt daher L, Bvrsiester (W. Dyck, 1. c. p. j i) hervor, daß „alle 
Abweichungen von den Gesetzen der Perspektive künstlerisch vollberechügt sind 
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Die Perspektive ist ja in ihren ersten Anfängen aus den 
Bedürfnissen der Malerei hervorgegangen. Die ägyptischen 
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FUchreliefi, lasbien noLh kemurlei Kenntnis der perspektivischen 
Gesetze erkennen; die Figur 117 zeigt die Objekte einfach im 
Aufrisse dargestellt, die I'"igur 118 in einer Art Kavalier- 
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Perspektive.'} Dagegen zeigen uns die aufgefundenen Wand- 
gemälde in Pompeji, Herkulanum und Rom, die stets Front- 
ansichten dar- 
stellen, schon 
die Kenntnis der 

Fluchtpunkte 
und Verkürzun- 

diezurßildebene 
senkrechten Ge- 
raden stets in 
verschiedenen 
r'luchtpunkten 
konvei^ieren ^) 
(Fig. ,,9). Im 
Mittelalter ging 
die Perspektive 
wieder verloren 
und wurde beim 

Wie der er wa- 
chen der Künste 
und "Wissen- 
in der Oberkiicka lu Aäsisl. Schäften ZU Be- 

1) Als Literatur, besonders von Tafelwerken, nenne ich: C. R. LEPsniS, 
Denkmäler aus Ägypten und Äthiopien nacli den Zeichnungen der in den 
Jahren 1842 — 45 ansgeführten wissenschafUichen Expedition, 12 Bände (fol. gigant.), 
Berlin 1849 — 1854; Prissk d'Avennes, Histoire de l'art egyptien d'apres 
les monnments, Texthand und 2 Atlanten, Paris 1878 — 1879; A. Ekman, 
Ägypten und ägyptisches Leben im Altertum, 2 Bände, Tühingen 1885 
— 1887; N. DE G. Davies , The rock tombs of El Amaiua, Part I, the tomb 
of Meryra, London 1903; G. Pekrot et Ch. Chipiez, Histoire de l'art dans 
l'antiquite, t. I et 11 (Egypte, Chaldäe et Assyrie), Paris 1882 und 18B4; 
A. H. Layard, The monnments of Niniveh, London 1849. 

2) W. Zahn, Die schönsten Ornamente und merkwürdigsten Ge- 
mälde aus Pompeji, HercuUnum und Stahiae, 3 Serien von je 10 Heften, 
Berlin 1828 — 1859; Favsto e Felice Niccolini, Le case cd i monumenti di 
Pompe!, 3 Bände, Neapel 1854, 1862, 1890; W. Termite, Wandgemälde aus 
Pompeji und Herculanum, Berlin 1844; P. d'Amalio, Pompei- dipinti 
mutali ficelti, Neapel; A. Man, Geschichte der dekorativen Wandmalerei 
in Pompeji, mit 20 Tafeln, Berlin 1882; E. Presuhn, Die pompejanischen 
Wanddekorationen, mit 24 Tafeln, Leipzig 1882. 

In der Optik des EuKl.m (290 vor Chr.) finden sicli bereits die wichtig- 
sten perspektivischen Erscheinungen zusammengestellt, wie sie das Beschauen der 
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g-inii der Renaissance dann gleichzeitig in Italien und im Norden 
neu gefunden. Gerade dieses erneute Auftreten der Per- 
spektive in der 
Malerei zu stu 
di ereil , ist eine 

äußerst d mk 
bare und inter- 
essante Äuf^abf 
In Italien zei- 
gen die Werke 
von GiOTTO (c^ 

i2bb — nj7) 
(Fresken in der 
Kapelle St.Croce 
zu Florenz, in der 

Oberkirche zu 
Assisi, Fig. 120a 
und b,und in der 
Kapelle der Ma- 
donna dell' Are- 
na in Padua) wie 
auch die seiner 

Schüler noch 
eine sehr geringe 

Kenntnis der Perspektive. Erst in der Vorrenaissance, im Quat- 
trocento, sehen wir in den Bildern der Maler die Perspektive 
zu größerer Klarheit entwickelt, wenn auch nicht überall 
die Einheit des Augenpunktes gewahrt ist, während zugleich 
der Baumeister Brunneleschi (1377 — 1466), der Bildhauer Dona- 
TELLO {1386—1468) und der Baumeister und Gelehrte LeonBattista 
Alberti') (1404 — 14.72) in Schriftwerken die neue Kunst ent- 
wickelten. Von den beiden ersten unterrichtet waren besonders 




Dinge mit dem Auge, das unmittelbare Sehen, liefert (Abhängigkeit des Seliwinkels 
von der Entfernung u. dgl.J, ohne daß von einem Abbilden der Dinge die Rede ist, 
i) Sein vor 1446 geschriebenes Buch „De pictura", 3 Bde., zuerst gedruckt 
1511 in Nürnberg, ist das älteste ans erhaltene Werk über Perspektive. Vgl. I-eo:i 
Battista Albertis kleinere Schriften, herausgegeben von Dr. H. Janitschkck, 
Wien 1887, (Qnellenschriften für die Kunstgeschichte von R. Eytelberger von 
Edclberg). — Im Jahre 1505 erschien in Toul als erstes gedrucktes Buch: Viatok 
(JKAN Pelerin-}, De artificiali perspectlva, in Facsimile neu erschienen Paris. 
Dibrairie Tross. 
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15" Fr.ScIaiUng: 

Masaccio (1401 — 1429) und seine Schüler Bznozzo Gozzoli (1420 
— 1498) und FuA FiLippo Lippi (ca. 1406 — 146g) bemüht, in ihren 
Bildern eine richtige Perspektive sowohl der Gebäude wie 
der Personen durchzuführen (von Masaccio: Fresko der Drei- 




faltigkeit in S Maria NoAella in Florenz Fig i->i von Gozzoli: 
Darstellungen aus dem alten Testament, 22 Fresken im Carapo- 
Santo zu Pisa, von Lippi: Leichenbegängnis von S. Stefano, 
Gastmahl des Herodes, Fresken Im Chor des Domes in Prato)'). 



Masaccio übe 


rrasclit uns 


zunächst mi 


der voUltom 


nenen Bewältigung 


noblem s. Zum 


erstenmal 


st das Bild 


ine Bühne, di 


unter Festhaltang 
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Er'^t bei den Meistern der Hochrenaissance im i6 Jalirliunderl, 
LEoy4RD0 D\ Vinci (1452 —1519), Raifiel Santi (1483 — 1520), 

eines beelimmtcn \.TigenpunktPS konstniieit ist, ein Raum, in dem Menschen, Baume 
Hiuser ihira bestimmten geometrisch, nichrechcnbiren Platz htbcn Bei Gioiitj 
bleibt noch illes zusammen, er laßt Kopf über Kopf erscheinen ohne sich <,emigend 
Rechenschaft zu geben, wo die Korper Platz hudcn, und die Aichitektur des Hinter 
gmiides ist ebenfiUs nur eingeschoben als eine unsiehei suhwnnkende Kuhsse, die 
im Gioß''nicrh dtms keinen realen Be?ug ?u den Menschen hat filASAtrin gibt 
nicht nu- mögliche Hnnser, die Räumlichkeit tlei Bilder ist klar bis in die letzten 
Lands chaftslmicn Er nimmt den An„'enpunkt in der Hohe der Kopfe, die Figuren 
aul dti ebenen Buhne haben also nllc gleiche Scheitelhöhe, mit welcher Festigkeit 
wirkt nun so eine Reihe von drei Profilkopfen hmteremander, die etwa durch einen 
Herten Pacekopf abgeschlossen wirdl Schritt für Schott werden wir in die Tiefe 
des Raumes hineingezogen, alles schichtet sich klar hintereinander und «lU man 
die neue Kunst in ganzer Glorie schauen, so gehe man nach h M Noiella und 
sehe das Fresko der Dreifaltigkeit, no mit Hilfe der Architektur und untei Aus 
nut/ung der U bei schneidungen ^itr Zonen nach der Tiefe mit stärkster Riumwirkung 
entviickelt sind Gir.rro erscheint daneben völlig flach Seine freaken in S Croce 
wnkcn wie ein Teppich, die gleichmäßige blaue Patbe des HimmeLs bindet au sich 
schon die ^eisthiedenen Bilder ubeieinander zu einer fl ichen itligen A\ irknng zu 
sammen Aus H ^\,)^FFll^ [Pn f du Kunst^cs,,hichle an 1er Uniier-itit Berhnl, 
Dip 1 Hssischf Kunst Alunthpn iqoi i-> o 
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MicHELAKGELO BuoNAROTTi (1475 — 1564) feiert die Perspektive ihre 
höchste Vollendung in Italien. Der auch als Ingenieur, Physiker, 
Mathematiker, Anatom und Musiker bedeutende Maler Leonariio 




DA Visci schrieb in seinem leider verloren gegangenen „Trat- 
tato della pittura" sogar eine Abhandlung über die Per- 
spektive/) Im einzelnen mochte ich nur auf die drei Gemälde 
von Raffael, das „Sposalizio" {in der Galeria di Brera in Mai- 
land), die „Disputa" und die „Schule von Athen" (in der Stanza 
della Segnaturades Vatikans), Fig. 122, hinweisen, in denen die Be- 
herrschung der Perspektive die künstlerische Wirkung der Bilder 
wesentlich mit hervorruft. Daß die Maler am Ende der glän- 
zenden Renaissance wieder lässig in der Anwendung der per- 
spektivischen Gesetze werden, zeigt das Bild von Paolo Vf.ro- 



2) Vgl. Th. Bkcj 
I.eonardo da Vincis 
und M. Hersfkld, I,e 



(Dar 



;tadt). Die 



Zeitschrift für gewerblichen Unterricht, Jahrgang l8, 1904, 
ici, Leipzig 1904. 
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Anwendungen der darstellenden Geomelrl,: 153 

NESE (1528—1588) „Die Hochzeit zu Cana" (Fif,^. 123), das sieben 
Augenpunkte und fünf Horizonte besitzt.') 

Im Norden ist noch früher als in ItaUen der Sinn für 
perspektivische Richtigkeit der Zeichnung erwacht. Denn die 

ersten bedeutenden Meister der 

Niederländer, Hubert van Eyck 
(ca. 1370— 1426) und sein Bru- 
der und Schüler Jan van Eyck 
{ca. 1390 — 1440) sind ihren ita- 
lienischen Zeitgenossen in der An- 
wendung der Perspektive schon 
weit voraus. Sie besitzen bereits 
die Kenntnis des Fluchtpunkts, 
der freilich nicht immer einheit- 
lich gewahrt ist („Genter Altar- 
bild", Fig. 124). Ihre Nachfolger 

ROGIEK VAN DER WeyDEN (14OO 

1464) (Fig. 1 25)^) und dessen Schü- 
ler Hans Hejo-ing (1440 — 1490) 
haben die Linienperspektive noch 
weiter ausgebildet. Erst die Blüte- 
zeit der deutschen Kunst mit Al- 
BRECH-r DüRFR (147 1 — 1528) an 
der Spitze hat auch die Entwick- 
lung der Perspektive bis zur 
wissenschaftlichen Vollendung ge- 
führt. Außer dem bereits oben 
besproche B d h 'l'g 

Hieronym 

hier noch m B 

dieses M d H 

1) Fk.B 
lektut des o 

liehen diesel nli i 

treten soll , 
notwendig s 



Werke: F. R 

-/.tir Geschichte der Jlalei 
Interesse gerade deswegen vei 
in der Malerei bespricht. 




1, Leip/.ig 1903, 



unsei besonderes 
der Perspektive 
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und Kupferstichs zu nennen, so der Kupferstich von 1504 „Die 
Geburt Christi" (Fig. 126) oder „Die Rast der heiligen FamiUe 
in Ägypten" aus dem Holz schnitt werk ;,Das Marienleben", welche 
die gleiche Freude an sorgfältiger perspektivischer Zeichnung 
bekunden. Das erste dieser Bilder z. B, gestattet ebenfalls sofort 
die Rekonstruktion des Grund- und Aufrisses, insbesondere für 




den Brunnen, da dessen Pfeiler quadratisch sind (vgl, Satz 6, 
p. 103)'), was gerade für unsern photo grammetrischen Standpunkt 
von besonderem Interesse ist. Nicht unerwähnt darf ich lassen, 



1) In der Jhnei hier vorliegenden ausgeführten Zeichnung ist insbesordeie 
H h für c ne Rethe v n Punkten mf dem Rande der Grundplatte des Brunnens 
IL ReLonstniUtion ihrer Grundr le durchgeführt. Es zeigt sich, daß diese anse- 
ih rt auf enem Kleine 1 „en un 1 rsl r ß rc Abwridiungcn für die hinteren 
'mite s h ergeben 
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daß DOrer auch das erste deutsche Werk über Perspektive ver- 
faßte; Uiiderweysung- der Messung mit Zirkel und Richt- 
schcyt usw., Nürnberg 1525.') Freilich wird in diesem Buche 
die Perspektive nur 
an dem Beispiel 
eines auf eine rTisch- 
platte stehenden 
Würfels in Front- 
stellung mit seinem 
Schatten bei Zen- 
tralbeleuchtung ent- 
wickelt; daneben 
aber bildet Dürer 
eine Reihe von ihm 
konstruierter Ap- 
parate ab, um mit 
deren Hilfe die Per- 
spektive beliebiger 
Gegenstände me- 
chanisch zu entwer- 
fen. Da diese Bild- 
chen mir ganz be- 
sonders geeignet 
erscheinen, dem 
Schüler das Wesen 
der Perspektive zu 
erläutern, so möchte 
ich sie nach den Ori- 
ginalen hier wieder- 
geben (Fig. 127 bis 

130}. Das letztere hat geradezu Anlaß gegeben, daß man noch 
heute von der DüüERSchen Glastafelmethode spricht/) Von 

r) Die zweite Aullage von 1538 kann ich Ihnen in einem Exemplar aus 
unserer Kgl. UnivecsitätsbibUothek vorlegen. —Vgl. auch H, Staic.mCller, Dürer 
als Mathematiker, Progiamm, Stuttgart 1891. 

2) In geometrischem Sinne wurde die Perspektive nach Düker insbesondere 
von G. Dksargues (1636) durch Einführung der perspektivischen Koordinaten und von 
J. H. Lambert durch Entwicklung der freien Perspektive in seinem schon oft genannten 
und für die späteren Veröffentlichungen vorbildlichen Werke geCJrderi, bis die pro- 
jektive Geometrie (Poncelkt, Mömus, Steinek, v. Stavdt, Chasljs u. n.) ein 
gani neues Licht auf die Perspektive warf. 
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den Zeit gen os-^en Dlkeks nenne ich noch besonders Lc.ca'. Cka- 

— IS ) H\NS H LI EIS DES T S'"rREN (l^r — i 43') und 




den .sogenannten Meister vom Tode der Maria (tätig 1510 — 1530} 
{Fig, 131). Doch auch die Zeit des Barock ^veist noch manche 
durch ihre Perspektive ausgezeichnete Gemälde auf, wofür uns 
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ungen der darstellinde 



157 



PiETEn Neefs dek Älteke {1578— 1660) Und sein Sohn Pieter Neefs 
DiLR Jüngere (tätig um 1650) mit mehreren Innendarstellungen 
des Domes in Antwerpen in der uns nahen Galerie zu Cassel 
trefthche Beispiele bieten. In der modernen Zeit ist indes 
1p Ipr p l p 1p an der Perspektive bei unseren Malern ziem- 




lich geschwunden. — Was neuere Literatur betrifft, so niüchte 
ich Ihre Aufmerksamkeit noch auf folgende Werke lenken: 
Guido Hauck, Die subjektive Perspektive und die 
horizontalen Kurvaturen des dorischen Stils, 
Stuttgart 1879, und 
Adolf Hildztwand {der bekannte Bildhauer), Das Problem 
der Form in der bildenden Kunst, Straßburg, 
IIT. Auflage iqoi. 
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158 Fr.Sc/üllMg: 

Die iiiterfbsanten und eigenartig-fn Autfassungen der Ver- 
fasser stehpn in cn^st^r Beziehung zu unspm Entwicklungen, 
Jcli bin um -,( heb i luf die BLZiphunt,en der Perspektive 




und Photogrrf,mmetrie zur Kunstgeschichte eingegangen'), 
gewiß kein Lehrer, besonders auch beim Unterricht in 



der 



l) ^uslulirlichere Darstellung der Beilelmng der Malerei zur Perspektive iindet 
man in der ^ortreffliuhen historischen Einleitung bei Chr. Wiener, Lehrbuch der 
darstellenden Geometrie I p. S— 21, ferner bei G. NlEMANN, Handbuch der 
I.inearper&pelitne lur bildende Künstler, herausgegeben mit Unterstützung 
des K. K. Winistetiums für Kultus und Unterricht, Stuttgart, 2. Auflage 1902, 
L. F. J. HiGEl., Geschichtliche und systematische Entwicklung und Aus- 
bildung der Perspektive in der klassischen Malerei, Würzburg 1882, 
hoMie bei J H Lahufri 1 c n p <; 35 

Herr H 'ftilbFLiN sagt im \ oiwort seines schon gemnnten W eil es p XII: 
Über die Entwicklung der Zeichnung dir Beleuchtung der Perspektive und Raum- 
darstcllung u \T müssen iu->am nenhangende Untersuch ingen f,emacht sein wenn 
die kunttgesthi hte nicht ni Ilk^üitioi der K. It r^^ h cht «lü ndern 

iif eigenen tuüen stehen sjU 
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An-,.:endungen Ar darsts//ei,d^n Geometrie. 15g 

direkten Perspektive, es sich entgehen lassen sollte, durch Vor- 
führung klassischer Bilder mit perspektivischer Zeichnung, wenn 
auch mit den bescheidensten Mitteln, das Interesse seiner Schüler 
für die geometrischen Theorieen zu fördern, was in erhöhtem 
Maße in Betracht kommt, wenn der Mathematiker genug künst- 
lerische Veranlagung besitzt, um auch den gewöhnlichen Zeichen- 
unterricht zu erteilen.') 

§ 10. Anwendungen in der Architektur. 
Auch die zweite Anwendung der Photogrammetrie , von 
der ich Ihnen jetzt berichten möchte, die Beziehung zur Archi- 
tektur oder Baukunst, wird wesentlich von künstlerischem Inter- 




I) In dieser Hinsicht vgl. C, Hjcdebra 
Sinns nn aen höiicren Lehranstalten 
und Zeichnen, Programm, Braunschweig 
Anschauung und bildliches Denkeo 
Technischen Hochschule, Berlin 1897. 

Auch von Seiten der Philologen wie dei ^ ollthSLhullel rer ^iird ii 
Nachdruck auf die Pflege des KunstsinnL= im 7eichennntern(ht hingcnii 
besonders ästhetische Jlotncnlc im Vorlegrunle stehen \ gl den "V 



Über Ausbildung des Kunst- 

(besondere durch Geometrie 

und r, H4t-CK Über inneic 

iiser&aeburt tagsredc an der Kgl 

im Zeit mit 



y Google 



esse beherrscht. Im Jahre 1885 wurde von dem damaligen 
Kultusminister G. vox Gossler in BerUn die Kgl. Preußische 
Meßbildanstalt (Berlin W., Schinkelplatz ö in der ehemaligen 
Bauakademie) gegründet, wozu der dies Institut jetzt noch lei- 
tende Herr Geheimrat A. Meydenhacer die Anregung gab. Ohne, 




wie dieser selbst sagt, die analogen, bereits früher von Plerrn 
A. Laussedat in Paris durchgeführten Versuche zu kennen, kam 
er bei der Aufnahme mittelalterlicher Bauwerke durch die un- 
verhältnismäßige Schwierigkeit der Messungen in unzugänglicher 



Herrn I-. v. Sybel (Prof. der Archäologie 
lung des „Deutschen Gymnasialvereins" zu 



a Marburg), Über d 
, gelegentlich der 13. 
laiburg i. H, (1904). 



y Google 



Höhe und ohne Gerüst selbständig auf den Gedanken, photo- 
graphische Hilfsmittel anzuwenden, und hat bereits im Jahre 1867 
die ersten nach dem neuen photogrammetrischen Verfahren aus- 
geführten Beispiele veröffentlicht,') Seitdem sind die Methoden 
und instrumentellen Hilfsmittel in der Meßbildanstalt zu höch- 







ster Vollkommenheit entwickelt. Das Institut umfaßt mehrere 
Abteilungen, den Aufgaben entsprechend, die photographischen 
Aufnahmen in den einzelnen Städten auszuführen, die ge- 
wonnenen Kegative zu entwickeln und zu kopieren, nach den 



1) A. MevdkmujI 
lektur-unrf Terrain 
Jührgaiij; 1867, p, 62- 



Zcitschrift für 



PhotO!;raphie zur Archi- 
;ii von Erbkam, Bd. XVII. 
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Photographieen sodann den Grund- und Aufriß der Gebäude zu 
rekonstruieren. Im Laufe der Zeit ist so durch die in einem 
feuersicheren Raum aufbewahrten Originalnegative (ca. loooo 
Stück bis Ende 1903) ein „Denkmälerarchiv" entstanden, in 
welchem der zeitige Zustand der vaterländischen (sowie einiger 
anderen) Bauwerke für alle Zukunft festgelegt ist. Zu meiner 
Freude kann ich Ihnen hier einmal eine große Reihe solcher 
Meßbilder vorlegen, die von dem Kgl, Ministerium unserer Samm- 
lung geschenkt sind, sodann aber auch die nach dem photogram- 
metrischen Verfahren erhaltenen Originalzeichnungen des Grund- 




c Rekonstroktion der KlosI 



n Jen 



risses und verschiedener Aufrisse der Klosterkirche zu Jerichow 
in der Mark Brandenburg. Diese Zeichnungen hat im Auftrage 
der Meßbildanstalt Herr Baurat W, Körber in Charlottenburg 
unter Benutzung von 46 photogrammetrischen Aufnahmen (äußere, 
innere und Detailansichten) im Jahre iSgy ausgeführt und in 
sehr dankenswerter Weise für meinen heutigen Vortrag- mir zur 
Verfügung gestellt. Die Figuren 132 — 136a, b geben das Stand- 
punktpolygon, zwei der Meßbilder selber, sowie den Grundriß 
und zwei Aufriße wieder. In Fig. 132 bedeuten (9/ die zehn 
Standpunkte der hauptsächlichsten Außenaufnahmen, die mit I 
bis IX bezeichneten Punkte die zum Einmessen der Standpunkte 
benutzten Grundpunkte des Dreiecksnetzes und die Punkte .1, 
B, ..., ,]/ die zum Zwecke der zweiten Orientierung mit- 
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Aim-endungen der Ja'sMl<-?iilcn Geometrie. ^.f, ^ 

eing-emessenen Punkte des Bauwerkes. Die beiden hier ver- 
iileinerten Meßbilder') (Fig. 133 und 134) sind von den Stand- 
punltten O, und 0, aus aufgenommen; für sie ist </, = 25,96 cm 
und d^ = 34,86 cm. Um die Horizonte auf ihnen zu erhalten, 
ist die Verbindungslinie der seitlichen Marken i 
um 4 cm, im zweiten um 

13 cm nach unten zu ver- 
schieben, während die Ver- 
bindungslinie der oberen und 
unteren Marken jedes Bildes 
auf dessen Horizont dann 
den Hauptpunkt ausschnei- 
det. In der Figur 135 des 
Grundrisses, in der die ver- 
schiedenen Geschosse des 
Bauwerkes übereinander ge- 
zeichnet sind, sei besonders 
auf die deutlich erkennbare 

erhebliche Lot ab weichung 
der beiden Türme aufmerk- 
sam gemacht, die im Laufe 
der Jahrhunderte entstan- 
den ist. 

Neben dem kunatge- 
schichtlichen Interesse, das 
diese Meßbilder darbieten, 
kommt für uns Mathematiker 
eben besonders ihre geo- 
metrische Verwendung zur 
Rekonstruktion der Objekte 
in Betracht. Einzelne Bei- 

■ , , - . - ,- TT- Figur iiDa Ph i (trimmetr ache Rekonstruktion der 

spiele bieten m dieser Hin- K.l->5lerkirchs m TEnolon Erster AufnB 

sieht, wie wir schon andeu- 
teten, manche interessante Aufgaben, sei es, daß z. B. die Nei- 
gung eines Turmes oder einer nicht horizontalen Kante des 
Firstes oder auch sonstige Veränderungen des Bauwerks, wie 
sie sich im Laufe der Zeit von selbst oder durch Umbauten 

1) Die Origiiiiilbreken der Figuren 133 und 134 betragen 40 mm. Dem- 
ents]>rechend sind die Zahleniing.ilicn des TeKtcs für die \eil;le inerten Fiynren -i.w 
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ergeben haben, eventuell aus mehreren zeitlich 
voneinander abstehenden Aufnahmen desselben 
Objektes zu bestimmen sind. Zu weiterem Stu- 
dium sei empfohlen das Werk von Hrn. A. Mkyden- 
batjer: Das photographische Aufnehmen zu 
wissenschaftlichen Zwecken, insbesondere 
das Meßbildverfahren, Berlin 1892, sowie das 
„Verzeichnis der Melibildaufnahmen mit 
erläuterndenBemerkungen" und „die Denk- 
schrift über dasDenkmälerarchiv", Letztere 
Schriften sind von der Meßbildanstalt unentgelt- 
lich zu beziehen. 




i\ endun 



m der Geodäsie. 



Die umfassendste Anwendung findet die Photogrammetrie in 
der Geodäsie. Schon J. H. Lambert deutet eine solche Verwendung 
perspektivischer Zeichnungen an'), und der französische Inge- 
nieur und Forschungsreisende Beautemps-Beaupre hat bereits 
1791 — 93 aus perspektivischen Handskizzen der von ihm be- 
suchten Küsten von Vandiemensland und Santa- Cruz Karten 
dieser Gebiete gezeichnet. Doch erst die Entwicklung der 
Photographie konnte diese Methoden zu brauchbarer Vollkom- 
menheit emporheben, wie denn auch mit weitschauendem Blick 
der Physiker Arago, als er 183g in der Deputiertenkammer in 
Paris den Bericht von Dagtierre und NifePCE über ihre Erfolge 
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in der Photographie vorlegte, in seiner Begleitungsrede bereits 
die photogram metrische Bedeutung dieser Erfindung voraus- 
ahnte.') Die Verwendung der Photogramme tri e zur Vermes- 
suQg ist in den letzten Jahrzehnten besonders in den Ländern 
mit umfangreichen, hohen Gebirgsketten von Bedeutung ge- 
worden. So wurden in Italien und Osterreich einzelne Alpen- 
ketten, in Kanada Teile des Felsengebirges photogrammetrisch 



aufgenommen, während in Deutschland die offizielle I,andes- 
vermessung von den photogrammetrischen Methoden nur bei 
der Kartierung des Zugspitzengebietes durch die topographische 
Abteilung des Bayrischen Generalstabes Gebrauch gemacht hat. 
A t tt " n ■ 1 r f -h ■ h ■■ l ■ h f 
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die wichtig-sten Lehrbücher aus den einzelnen Ländern ver- 
weisen, die sämtlich Ihnen hier vorliegen. 
Aus Österreich: 
Fr. ScHiFFNEK (Professor der Marinerealschule in Pola), Uie 
photographische Meßkunst oder Photogramm et rio, 
Bildmeßkunst, Phototopographie, Halle a/S. 1892; 




ijS, Dreier 



Fr. Steln-kk (Professor der Ingenieurwissenschaften in Prag), 
Die Photographie im Dienste des Ingenieurs, 
Wien 1891^ — 1893; 

Ed. DoLEZAL (Professor der Geodäsie zu Serajewo), Die An- 
wendung der Photographie in der praktischen 
Meßkunst, Halle a/S. 1896. 
Aus Italien^): 

1) Dort veröffentlichte schon 1K53 Professur POKKO Applicazione ilella 
fotografU alla geodesia, Milanu, Periodico il Politecnico, Volume X, XI. — 
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P. Pap.anin-i (Ingenieur des geographischen Militärinstituts in 
Florenz), Fotogrammetria, in den Manuali Hoepli, Mi- 
lane igoi. 
Aus Frankreich: 

A. Laussedat (Oberst und Direktor des Conservatoire national 
des arts et metiers), La nictrophotographie, Paris 




i8gg'); sowie: Recherches sur les Instruments, les 
methodes et le deasin topographiques, tome II: 
la methode des perspectives, Paris 1902 — 3. 

Von PacanINI stammt die Aufnahme der Graiisthen Alpen (1880 — 86) und der 
Rätischen Alpen (1887), deren auf photogrammettischem Wege erhaltene Karten 
auf dem Geographentage in Wien r8gT das größte Aufsehen erregten. 

2) Schon 1854 veröffentlichte A. Laussedat seine erste Arbeit; Memoire 

graphiques, Memorial de l'officier du g^nie, Paris Nr. 16, der dann bis in die 
neueste Zeit zahlreiche weitere über diesen Gegenstand folgten; insbesondere nenne 
ich noch aus jüngster Zeit: Sur la stcveoscopie appliquße i l'astronomie, 
Bulletin de la sociale astronomique de France, Paris iqo3, p. 388 — 398. 
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Aus Kanada: 
P^.Dlville (Vorstand der Landesvermessung in Kanada), Photo- 
graphic surveying including the elements of de- 
scriptive geometry and perspective, Ottowa 1895. 
Aus De lif sc bland: 
C. Koppe (Professor der Geodäsie in Braunschweig), Die 
Photogrammetrie oder Bildmeßkunst, Wein 




In diesem Werk hat Herr Koppe insbesondere als Beispiel 
den Roß trappef eisen im Harz aus drei (dort reproduzierten) 
Aufnahmen photogrammetrisch ausgemessen und gezeichnet.') 
In weiteren Kreisen bekannt wurde Koppes Verwendung der 
Photogrammetrie bei den geodätischen Vorarbeiten zur Jung- 
fraubahn, einem glänzend durchgeführten Beispiel, das die prak- 
tischen Vorteile der Methoden ins helle Licht zu setzen berufen 

1) Das erste größere topographische Beispiel der Photogrammetrie überhaupt 
ist die Aufnahme der Oasenstadt Gassr-Dachl in der libyschen Wüste von Pro- 
fessor W. Jordan. Vgl. dessen Aufsat; in der Zcithchrift für Vermeiiungswesen, 
V. Bd., Stuttgart 1876, p. I — 17. 
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ist.') Ich bin durch die Güte des Herrn Koppe in der erfreu- 
lichen Lage, Ihnen von den Photographieen und Zeichnungen 
dieser Arbeit eine Reihe hier vorlegen zu können, besonders 
solche, die sich auf die Ausmessung der Eigerwand beziehen. 
Von ihnen geben die Figuren 137^140 eine Auswahl; sie zeigen 
eine orientierende Ansicht der Eisenbahntracc der Jungfrau- 
bahn, sodann vor allem das Dreiecksnetz der Standpunkte, eine 
Photographie der Eigerwand und deren kotierten Grundriß. 

In Deutschland hat vor allem auch Herr S. Einstekwaldek in 
München sich seit 1889 der Ausbildung der Photogrammetrie 
gewidmet. Seinen Untersuchungen liegen wesentlich Aufnahmen 
im Hochgebirge und vom Luftbaiion aus zugrunde. Wieder 
vermag ich Ihnen eine große Zahl der von ihm aufgenommenen 
photogrammetrischen Bilder hier vorzuzeigen, die in sehr 
dankenswerter Weise Herr S. Finstküwalder mir zur Verfügung 
gestellt hat. Seine Aufnahmen im Hochgebirge beziehen sich 
besonders auf das Studium der Gletscherformationen. Die Ver- 
änderungen, welche ein Gletscher im Laufe der Jahre erleidet, 
sein Vorrücken oder Zurückweichen, sollen durch mehrere Jahre 
auseinanderlicgende Aufnahmen und daraus abgeleitete Zeich- 
nungen festgestellt werden. Die Aufnahmen aus dem Luft- 
ballon dagegen haben einen doppelten Zweck, „sei es, daß man 
den Ballon zur Auskundschaftung von Objekten, welche ander- 
weitig unzugänglich sind, benutzt, oder daß man den Ballonort 
um seiner selbst willen möglichst genau zu bestimmen sucht, 
wie bei meteorologischen Beobachtungen im Ballon",^) 

1) C. Koppe, Photogrammetrischc Studien und deren Verwerlung 
bei den Vorarbeiten für eine Jungfraubahn, Schweiierische Eauzeitung 
Bd. 27, Zürich 1B96; und: Die photogrammetrischen Aufnahmen für die 
Jungfraubahn, ebendas. Bd, 28, Zürich 1896. 

2) S. FiNSTEBWALDES , Die geometr. Grundlagen der Photogt., p. jo. 
Von seinen zahlreichen Arbeiten nenne ich besonders; 

Die Photogrammetrie in den italienischen Hochalpen, München 1890; 

Die Terrainaufnahme mittelst Photogrammetrie, Bayr. Industrie- und 
Gewerbeblatt, 1890, Nr. 47; 

Die Zugspitze, Aufnahmen in 1 ; loooo unter Anwendung der Photogram- 
metrie, beariaeitet im topographischen Bureau des Kgl. Bayrischen General- 
stabes 1892; außerdem; 

Photourammetrischer Theodolit für Hochgebirgsaufnahmen, Zeit- 
schrift für Instrumentenkunde, 15. Jahrgang, Berlin 189S, p. 370; 

Zur photogrammetrischen Praxis, Zeitschrift für Vei 
Stuttgart 1896, p, 225 — 34O; 
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Auf einig-e Beispiele möchte ich an der Hand der vorliegen- 
den Aufnahmen von Herrn Finsteewalder etwas näher eingehen. 

Erstes Beispiel: Die Figuren 141 a, b geben zwei verti- 
kale Aufnahmen des Lobbiagletschers (1895) mit den eingezeich- 
neten Horizonten und Hauptpunkten. Die Fig. 142 ^eigt im 




Jahren 1888 und 1889, mit dticr Karte dos Ferners in 

Graz 1897 (112 Seiten); 
hotogrammetrische Aufnahme von Höhenkarten vom Luftb.illon 

aus, Illustrierte aeronautische Mitteilungen Nr. 4, 1900; 
:eue Methode Kur topographischen Verwertung von Ballou- 

aufnahmeii, Jahresbericht des Münclieiier Vereins für Luftschiffahrt 1902; 
Äne Grundaufgabe der Photogrammetrie und ihre Anwendung auf 

Ballonaufnahmen, Abhandlungen der K. Bayer. Akademie der Wiss., 

II. Kl. XXII. Bd. II. Abt., München 1903, p. 215—260. 
Besonders elementare Methoden entwickelt die gerade jetzt erschienene letzte 

',\ae neue Art, die Photogrammetrie bei flüchtigen Aufnahmen zu 
verivenden, Sitzungsberichte der math.-phys. Klasse der Bayr. Akademie, 
Bd, 34, München 1904, p. 103—111. (Vgh auch J. H. Lambert, Beiträge 
zum Gebrauche der Mathematik, Bd. I, Berlin 1765, p. 7^~83-) 
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Grundriß die Festlegung der Standlinie und der Hauptachsen 
gegeneinander. Die Distanzen der Bilder sind beidemal gleich 
149 mm,') die Höhen der Standpunkte O, und 0.^ betragen 
1829,5 «1 uii'^ 1800 m. Die (verkleinerte) Figur 143 zeigt den 
aus den beiden Aufnahmen rekonstruierten kotierten Grundriß 




des Gletschers, dessen Original Zeichnung im Maßstabe i 1 2000 
unter der Leitung des Hrn. S. Finsterwaldeh von Hrn. Haupt- 
mann A. Lammerer im topogra- "'"-v. ff' Jii>^ — ' 
phischen Bureau des Kgl Bayr. »^''^^ 
Generalstabes in München aus- §',' '% 
geführt wurde. ^' , ;,S 

Zweites Beispiel; Das „Ääi— ""'X 

Bild in Fig. 144 stellt die verti- Fißnt h'- 

l) Dieser Wert der Distanzea ^ 't f ^ de Ün^ nalaufmh aen \on lenen die 
Figuren 141a, b Yerkle nerunge 1 wiedergeben Für letztere kann man die zu 
Sehorigeji Distanzen dai^us leicht berechnen \-\Z he Ori^mlL reiten der tigurei 
151,5 mm und 150,3 nm betra ei Ei le imlo^e Bencrkiing gilt für de li'iguren 
145 und 146a, b; deren Üngi iilbr ten b trigen bez i 1 ! 5 11m un l '9 nn 
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kale Aufnahme des 973,5 m hoch gelegenen Eibsees von einem 
Standpunkte beim Zugspitzen haus aus (2960 m), wieder mit dem 
eingezeichneten Horizont und Hauptpunkt, dar. Die Distanz ist, 
um einer verkleinerten Reproduktion oder einer Verzerrung des 




Papiers Rechnung zu tragen, daraus zu bestimmen, daß die hori- 
zontale Bildweite vom Zentrum aus gemessen 54° 2 1 beträgt. Bei 
der Rekonstruktion des Grundrisses der Seeufer handelt es sich 
um ein ebenes Objekt,') Wie in der Figur 144 ausgeführt ist, 
überdeckt man am einfachsten das Bild mit einer perspektivischen 
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Koordinateneinteilung, die in der horizontalen Ebene der See- 
oberfläche gelegen zu denken ist. Hat man die wirkliche Gestalt, 
die eine quadratische Einteilung darstellt, im Grundriß rekon- 
struiert, so kann man unmittelbar die Ufer des Sees einzeichnen. 
Drittes Beispiel: Aufnahme von Neuötting, vom Luftballon 
aus 2117m Höhe bei geneigter Bildebene (Fig. 145). Der Haupt- 
punkt ist wieder als Schnitt der beiden angedeuteten, zu den Bild- 
seiten parallelen Geraden gegeben, die Distanz beträgt 170 mm 







^»1,1111 '^-f^» 


Wk 







(vgl-Anm. p. 171). An dem Äquator des Ballons waren eine Reihe 
Lotleinen angebracht'), von denen drei in den schräg verlaufen- 
den Linien der Photographie zur Abbildung gekommen sind. 
Der Schnittpunkt dieser Geraden liefert den Lotfluchtpunkt und, 
als Punkt des Terrains selbst angesehen, die vertikale Projektion 
des Ballonortes. Da das Terrain als eben angesehen werden kann, 
vermag man, wie leicht einzusehen ist, mit Hilfe der angegebenen 
Daten die erste Orientierung und den Grundriß in einer hori- 
zontalen Ebene abgesehen vom Maßstab zu rekonstruieren. 

Erwähnen möchte ich ferner, daß es in jüngster Zeit Hrn. 
S. FiNSTEKWALDER gelungen ist, in sehr geschickter und prak- 
tisch brauchbarer Wei>e auch die allgemeinere Aufgabe zu be- 



I) S. FlNSTt 



r Phütüg.., 
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wältigen, aus zwei Aufnahmen derselben Gegend von verschie- 
denen Ballonorten aus, wenn die Hauptpunkte und die Distanzen 
bekannt sind (ohne Anwendung von Lotleinen, die eben nicht 
immer sicher zu benutzen sind, wei! sie zuweilen vom Winde 
von der lotrechten Richtung abgelenkt werden) sowohl den 
Grundriß wie die Höhen der einzelnen Punkte zu rekonstruieren. 
Um hierbei den Ort der Aufnahme gegen drei bekannte 




Punlcte des Objektes festzulegen, benutzt er eine Methode, 
welche er das „Rückwärtseinschneiden im Raum"') nennt. 



Das RÜckwäitseinschneiden im Raum, Sittungsberichte der ina.th.-phys. 
Klasse der Kgl. Bayer. Akademie der Wissenschaften, Ed. 33, p. 591— 614. 
München 1904, und 
Bemerkungen zur Analogie zwischen Aufgaben der Ausgleichungs^ 
rechnung und solchen der Statik, ebendas., p. 683— 689. 
Diese Arbeiten geben also praktisch ausfiilirbare Melhoden iin Stellp der rein 
leorciischen Lösung der gleichen Aufgabe auf p. 12g L 
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der bekannten Methode der ebenen Geodäsie entsprechend. 
Sein Vortrag- vom 3. Jan. 1903: Neue Methode zur topo- 
graphischen Verwertung von Ballonaufnahmen') in der 
Sitzung- der math.-phys, Klasse der K. Bayer, Akademie der 
Wissenschaften, in dem er diese Resultate mitteilt, schließt mit 
den weit ausschauenden Worten: „Noch ehe die Welt mit Meß- 
tischblättern voll umspannt ist, hat sich vielleicht die Aeronautik 
soweit entwickelt, daß das Vermessung-sluftschiff seinen Dienst 
beginnen kann. Die geometrischen Methoden liegen hierfür bereit," 
Auf zwei mit der geodätischen Terrain auf« ahme in engster 
Fühlung stehende spezielle Anwendungsgebiete der Photogram- 
raetrie möchte ich noch hinweisen: die Militärwissenschaft 
und die Forsttechnik"), Im deutsch -französischen Kriege 
1870/71 war ein eigenes Feldphotographiedetachement gebildet, 
mit der Aufgabe, unbekannte Entfernungen oder Grundrisse 
von Festungsarbeiten, insbesondere bei der Belagerung von 
Straßburg, durch photographische Aufnahmen zu ermitteln, unter 
der technischen Leitung des damaligen Reserveleutnants R. Doek- 
GENS (1901 gestorben als Professor der Geodäsie an der Tech- 
nischen Hochschule in Berlin)^); doch haben damals die Ver- 
suche nicht i:u größeren Resultaten geführt, da sehr bald nach 
der Bildung der Abteilung Straßburg kapitulierte. Gewiß würde 
aber in einem zukünftigen Kriege die Photogrammetrie zu be- 

1) Vgl. p. i;o Anm. 

2) Betreffs der Forattechnik verweise ich nur auf: F.Wang, Die Pholograiii- 
metrie oder Eildmeßkunst im Dienste des Forsttechnikers, Laibach 
1893, sowie auf die Arbeiten von V. Pollack u. st. 

3) R. DoERGENS, über die Phologrammetrie utid über die Tätigkeit 
des Feldphotographiedetachements im Kriege 1870/71, Deutsche Photo- 
graph enicitung, Weimar 1897. {Vgl. den Nekrolog auf Dokri;ens in den Jahres- 
berichten der deutschen Math etnatiher. Vereinigung, Bd. ii, Leipzig 1902, p. 64.) 
Näheres siehe auch bei 

A. Laussedat, La mitrophotographie, Paris 1899, p. 34 — 37- 

Dic Verwendung der Photographie in der Militärwissenschaft besprechen ferner: 
M. Ja VARY, Memoire sur l'application de la Photographie aux arts 

militaires, Memorial de Toflicier du genie, Paris 1874; 
.S, Th. Stein, Das Licht im Dienste wissenschaftlicher Forschung, 

Leipzig 1877 (XL Kap. Photograminetrie und Militärphotographie). 
11. KiKSrjNG, Die Anwendung der Photographie zu militärischen 

Zwecken, Halle a/S. 1896: 

B. Schulze (Generalmajor und Chef der topographischen Abteilung der Landes, 

aufnähme), Das militärische Aufnehmen, Leipiig 1903, p. 245 IT. 
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deutender Anwendung gelangen; auch die deutsche Marine hat 
seit 1881 auf Anregung von Herrn Professor H. W. Vogel 
photographische Küsten aufnah tuen an Stelle von Zeichnungen 
mit Vorteil verwendet. 

§ 12. Anwendungen in der Geophysik und Astronomie. 
Wir gehen nun zur Anwendung der Photogrammetrie in der 
Geophysik und Astronoviie über. Die schon genannten Unter- 
suchungen von Herrn S, Finktekwaldf-k über Gletschermessungen 
und seine Ballonaufnahmen für meteorologische Zwecke würden 
hier ebenfalls zu nennen sein, ebenso wie die vornehmlich in 
Österreich durchgeführten Arbeiten zum Lawinenverbau. 
So benutzte Herr V. Pollack {Oberingenieur der General- 
direktion der österreichischen Staatsbahnen) z. B. das photo- 
graphische Verfahren bei der Arlbergbahn zur geodätischen 
Festlegung der Lawinengebiete. ') Ganz besonders wichtige, 
vielleicht gar die einzig brauchbaren Methoden liefert die 
Photogrammetrie in der Meteorologie für das Studium der 
sichtbaren Vorgänge in der Atmosphäre, z. B, der Bil- 
dung, Höhe und Bewegung der Wolken, von Gestalt und Weg 
elektrischer Entladungen, wie Blitzen, Nordlichtem, usw., indem 
man von verschiedenen Stellen aus gleichzeitig oder auch in 
bestimmten Zeit Intervallen Aufnahmen macht. Hierüber wird 
Herr Kollege E. Wiechürt Ihnen in seinen Vorträgen im An- 
schluß an die im geophysikalischen Institut ausgeführten Ar- 
beiten noch manche Einzelheiten mitteilen. Die Fig. 146 a, b zeigt 
Ihnen solche dort gemachte Wolkenaufnahmen von zwei in der- 
selben Höhe gelegenen, 520 m voneinander entfernten Stand- 
punkten aus; die beiden Hauptachsen waren senkrecht gegen 
die Verbindungslinie der Standpunkte gerichtet (oj ^ et; = 90°) 
und unter 20" gegen die Horizontalebene geneigt, während die 
einander gleichen Distanzen go mm betragen (vgl. Anm. p. 171) 
und die Hauptpunkte in den Mitten der Bilder liegen. Zu 
weiterem Studium dieser Verhältnisse empfehle ich Ihnen 
C. Koppe, Photogrammetrie und internationale Wolken- 
messung, Braunschweig i8g6/) Weiter möchte ich Ihre Auf- 

1) Vgl. das p. 166 genannte Werk von En. Dolk/ai,, p. 104 fr. und die zahl- 
reichen Arbeiten ilcü Herrn V. Poi.lack selbst. 

3) Vftl. auch 0. JKKSE, Untersuchungen über die sogenannten leuch- 
tenden Wülken, Sitiuugsberichte der Kgl. PrenUischen Akademie zu Berlin I»()0 
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merksamkeit auf die hier ausliegenden Photographieen des Mains 
bei Frankfurt lenken, die von Herrn Kollegen K. Schwarz- 
schild im leti^ten Winter aufgenommen sind, als der Fluß 
von treibenden Eisschollen bedeckt war (Fig. 147a, b}. Die 
Photographieen sind von derselben Stelle aus im zeitlichen Ab- 
stand von 10 Sekunden aufgenommen, Sie gestatten durch 
Rekonstruktion der Grundrisse einer größeren Reihe von iden- 
tischen Punkten auf den Schollen der beiden Bilder sowohl die 
Bewegungsrichtung wie die Geschwindigkeit des Wassers an 
den verschiedenen Stellen zu bestimmen und damit zu der 
Hydrodynamik der Flußläufe einen Beitrag zu liefern. Daß 




es sich hier wieder nur um die Rekonstrukiion ebener Objekte 
handelt, ist für unsern geometrischen Standpunkt besonders 
interessant'). 

Daß die Photogrammetrie auch in der Asironoiiiie aus- 
gedehnte Anwendung findet ist bekannt Ich brauche nur an 

und l8(|I, sowie den Bericht über die dort angetan Iten pl oDgraiii netrischen Me- 
thoden Yon Hert-n Ed. Dolf.zal, Jihrbuch tur Pli(togra|.liie ibgy Au h lur das 
Studium des Vogelfluges emplehlen sich diese Methtden 

i) Vgl. p. 136 und die Methode der perepektivi&i,hen Koord naten p 173 f. 
Photographische Aufnahmen zum Studmn der \\ as->erstromTingen benutit in aus- 
gedehntem Maße Herr Fr. Ahj.born in seiner Arbeit; Über den Mechanismus 
des hydrodynamischen Widerstandes, Abhandlungen aus dem Gebiete der 
Naturwissenschaften, herausgegeben vom Naturwissenschaftlichen Verein in Hamburg, 
Bd. XVII, rgoa, sowie neuerdings auch Herr L. PKANnii. (ygl. dessen Vortrag auf 
dem diesjährigen internationalen Mathematiker- Kongreß in Heidelberg: tJbcr 
Flüssigkeitsbewegungen bei kleiner Reibung). 
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das 1897 aut der Konferenz in Paris in die Wege geleitete 
Unternehmen zu erinnern, das ganze Himmelsgewölbe auf 
photographischem Wege in genauen Karten festzu- 
legen, eine Aufgabe, zu deren Lösung eine Reihe über die 
ganze Erde verteilter Sternwarten sich verbunden hat.') Wäh- 

I liclsingfors 
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reud sonst in mühsamer Arbeit mit dem Fernrohr die Koordi- 
naten jedes einzelnen Sternes zu messen waren, liefert das 
pholographische Bild die Möglichkeit, mit einem Male sie für 
alle Sterne des Gebietes festzulegen. Hierbei kommt noch der 
weitere Vorteil hinzu, daß auch solch lichtschwache Sterne, 
die mit den stärksten Instrumenten nicht sichtbar sind, auf 
der Platte noch ihren Aufenthalt verkünden. Auch zur Pol- 
höhenbestimmung, sei es zum Zweck der Breitenbestimmung 
eines Ortes oder des Studiums der Polschwankungen, zur Ent- 
deckung von Planeten durch stereoskopische Aufnahmen, zur 
Beobachtung von Venusdurchgängen durch die Sonnenscheibe, 
von Sonnenfinsternissen und ähnlichen astronomischen Erschei- 
nungen ist die photogram metrische Methode vielfach benutzt 
worden"). 

Auf eine Reihe kleinerer Anwendungen der l'hotogram- 
metrie möchte ich schließlich noch hinweisen, Ist doch eben- 
falls ein photogrammetrisches Verfahren darin zu erkennen, 
wenn der Chirurg durch zwei Röntgenaufnahmen die Lage 
eines Eisensplitters im menschlichen Körper festzustellen sucht, 
oder wenn der Ingenieur die Durchbiegung einer Brücke bei 

findlii'hen Obsrnatcnien, sowie lins in (irecnwiih mit der VeröfTenllichun^ beKonrien. 
Vgl. in mathematischer Hinsicht insbesondere: 

W. ZiKHKLLKS-, UarleKunK iin.l Kritik der zur Reduktion plioto- 
f:raphisühcr Himmelsiiufnabmen aiifKestelllen Formeln und 
Methndcn, Dissertation, Bonn 19D4; 
J. SCHKlSKR, Die Photographie der Gestirne, I-eipiig 1897, p. 153 tT. 
1) Vgl. K. SCHWAKzsi-HiLi), Über photographischc Breitenbeslini- 
munK mit Hilfe eines hängenden Zenitkollimators, Astr. Nachr. ßd. 164, 
1903 — 1904> P- I — 6i "n<l: Über Breitenbestimmung mit Hilfe einer 
hängenden Zenitkamera, daselbst p. 177^182, sowie: Über photographi- 
sche ürtsbestimmunp, Edeks Jahrbuch der Photographie und Reproduktions- 
technik, 1903, p. 207 ff. Näheres erfahren Sie noch in seinen Vortrügen (vgl. diesen 
Samniclbanil, I. Teil, p. 157). Femer: 

r. RvNUK, Über die Bestimmung der geographischen Länge auf pho- 
tographischem Wege, Zeitschrift für Vermessiuigswesen, Jahrgang 1893, 
Bd. 32; 
H. G. ScHrUMTEK , Eine neue Prniisionsmethode zur Bestimmung der 
{.'eographischen Länge auf dem festen Lande, Verhandlungen des 
/ehnlen deutschen Geographentages, Berlin 1893; 
C. Koi'EE, Photogranimetrie und internationale Wolkenmessung, 

Braunschweig 1S96, p. 30 — 40 (Geographische Ortsbestimmung). 
M.\V<>r,F, DieVernendung des Stcreokomparators in der Astronomie, 

Astr. Nachr. Bd. 157, 1902, p. 81 (vgl. Anm. 2 p. 181). 
Kr.KTN u.RiKi-KH, Vorlrrifre H.J- 12 
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l8o />. Sc'u'lh:,!,': 

Belastung durch Vergleichung der vorher und nachher aufye- 
nommenen Bilder ermittelt. Auf die Anwendung der Photo- 
grammetrie in der Mikroskopie und Kristallographie ist von 
Hrn. S. FiNSTERWALDER in seinem oft genannten Referat (p. 20 — 22) 
hingewiesen. 

5 13. Die verschiedenen photogrammetrischen Apparate. 
Es ist natürlich, daß den verschiedenen Zwecken und Nei- 
gungen des einzelnen Forschers entsprechend nun auch eine 
große Reihe photo grammetrischer Apparate konstruiert 
sind, die ;nirli iti ripr T.iteratur ausführlich beschrieben werden. 
So haben in Deutschland 
Meydexbauer, Koppe, Fty- 
STKRWALDER ihre eigenen Ap- 
parate gebaut. Den Photo- 
theodoliten vonHm,C.Koi'pK 
haben Sie schon vor eini- 
gen Tagen bei Besichtigung 

meines Institutes näher 
kennen zu lernen Gelegen- 
heit gehabt.'} Seine Eigen- 
art besteht darin, daß ein- 
mal in ihm ein photogra- 
phischer Apparat und ein 
Theodolit vereinigt sind, 
wenn man ihn zum Zwecke 
der Aufnahme und der da- 
bei nötigen Messungen im 

Gelände zusammensetzt, 
daß er sodann aber auch 
m anderer Anordnung die 
entwickelten Platten mit 
einem Fernrohr direkt aus- 
zumessen gestattet. Diese 
zweite Zusammenstellung 
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des Apparates wird durch die Figur 148 gegeben. Um mög- 
lichst genaue Resultate zu erzielen, die den durch die gewöhn- 
lichen geodätischen Methoden erhaltenen gleichwertig sind, 
lassen sich eben, wie Hr. C. Korpn bemerkt"), die photographi- 
schen Abzüge auf Papier wegen der Verzerrungen, die dieses 
beim fixieren und Wässern erleidet, nicht benutzen, sondern 
nur die Negative selbst. Man wird daher durch Messungen 
auf den Platten mit Hilfe einer geeigneten Vorrichtung, wie 
sie eben der Phototheodolit von Hrn. Koppe besitzt, die Koordi- 
naten der einzelnen Bildpunkte bestimmen und dann der wei- 
teren Rechnung oder der graphischen Behandlung zugrunde legen. 
Was die Ausmessung der von zwei Standpunkten erhal- 
tenen photographischen Platten desselben Objektes betrifft, so 
möchte ich auf den in jüngster Zeit von Hrn. C. Pulituch 
konstruierten Zeißschen Stereokomparator hinweisen, 
welcher auf einer Fortbildung des beim „stereoskopi sehen Ent- 
fernungsmesser" benutzten Gedankens beruht (Fig. 149). Des 
Näheren sei besonders, was die mannigfache Vervvendungsart 
anlangt, auf den Prospekt und die Schriften der Firma Carl 
Zeiß in Jena verwiesen, die von ihr zu beziehen sind.") 

1) C. KoPPK, Die PliotOEtammelrie ixIlt iSildmeßkun^i, Weiiiinr lüSf). 
|). lü uikI p. 67— 6B. 

2) Nämlich C. Pui.fbich: Über die bis jetzt mit dem Stereükom[j!i- 
rator auf astronomiscliem Gebiete erhaltenen Versuchsergebnisse {Vor- 
tr.i^ auf der Astrouonienversammlung in GÖttingen 19O2), Sonderabdruck aus V.-J.-S. 
dei- Astronomischen Gesellschaft, Jahrgang 37, Heft 3); Über die Konstruktion 
von Höhenkurven und Plänen auf Grund stereophotogrammetrischer 
Messungen mit Hilfe des Stereokomparators, Sonderabdrnck aus der Zeit- 
achrilt für Instruraentenkunde 1903, Heft 2; Über einen Versuch zur prak- 
tischen Erprobung der Stereophotogrammetrie für die Zwecke der 
Topographie, Sonderabdruck aus der Zeitschrift für Instrumentenkunde 1903, 
Heft 11: Über die Anwendung des Stereokomparators für die Zwecke 
der topogiflphischen Punktbestimmung, Sonderabdruck ans der Zeitschrift 
für Instrumentenkunde 1904, Heft 2; Nene stereoskopische Methoden und 
Apparate für die Zwecke der Astronomie, Topographie und Metro- 
nomie, Berlin 1903. I. Lieferung; ferner A. ViiN HlBJ.: Die Stereophotogram- 
metrie, Separatabdruck aus den „Jlitteilungen des k. u. k. militärgeographischen 
Instituts", Bd. 32, Wien 1903, und den Prospekt der Firma C. ZeisM über Stereo- 
komparatoren nach Pulfrich, I.Ausgabe I903. Auf der nächsten Naturforscher- 
versammlung in Breslau will Herr C. PülJfmcH noch weitere hierher gehoiendc- 
Jlitteilnngen machen („Die stereo-photogrammelrische Küstenvermessung 
vom Schiff ans" und „Übet eine neue Arl der Vergl ei chung phoK.- 
graphischer Sternaufnahmen"). 
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l82 Fr. S.-h,7ln,,i-: 

Will man jedoch für den Unterricht in der darstellenden 
Geometrie das Gebiet der Photogrammetrie gewinnen, wie es 
der wesentliche Zweck meines Vortrages sein soll, so wird man 
natürlich auf die Benutzung solcher weitreichender messender 
Hilfsmittel, wie des Phototheodoliten oder des Stereokomparators, 
verzichten müssen, die, wenn sie den Zweck größtmöglicher 
Genauigkeit erfüllen sollen, sehr kostspielig sind und gewiß 




nicht dem Schüler in die Hand gegeben werden können. Die 
rein graphischen Methoden sind für die Zwecke des Unterrichts 
vollkommen ausreichend, sodaß diese Beschränkung eher Vor- 
teile mit sich bringt, wie denn ja auch im Institut des Hrn. 
A. Mevi'enjialer die Rekonstruktionen stets rein graphisch aus- 
geführt werden. 

In den Vorträgen des Hrn. Kollegen E. Wikchkrj werden 
Sie femer noch die von ihm konstruierten Phototheo- 
doliten für die p. 176 erwähnten Wolkenaufnahmen von 
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zwei mehrere hundert Meter entfernten Standpunkten aus 
{Fig-. 150), sowie bei Besichtigung der Sternwarte den dort 
von Hm. K. Schwarzschili 1 benutzten Apparat kennen lernen. 
Ich möchte aber vor allen Dingen noch ein Wort darüber 
sagen, wie ich meinen eigenen gewöhnlichen photo- 
graphischen Apparat zu einer br-iuchbaren photo- 
grammetrischen Kamera" Tusgebildet habe Mcglichst 
nahe unter der Decke 
eines nicht zu niedri- 
gen Zimmers wurde 
horizontal ein auf einem 
Zeichenbogen gezeich- 
netes Achsenkreuz an- 
gebracht, von dessen 
Mittelpunkt aus ein Lot , 
herabhing. An den hin- 
tern Rahmen des Ap- 
parates wurden ferner 
zunächst provisorisch 
vier Marken (Metall- 
blättchen mit einem Ein- 
schnitt) angebracht, die 

möglichst dicht die 
Mattscheibe berührten '' ^^ n he 

und bei der photographischen Aufnahme sich aut der Platte 
abbilden sollten (vgl. Fig. g$ p. iii). Der Apparat wurde 
sodann mit der Öffnung des Objektivs nach oben nahe auf 
dem Fußboden horizontal aufgestellt, und zwar so, daß das 
Lot die Mitte des Objektivs traf, nachdem das Objektiv vor- 
her schon auf die Entfernung vom Achsenkreuz eingestellt und 
der die Mattscheibe tragende hintere Teil mit dem ^-orderen, 
dem Objektivbrett, so fest verbunden war, daß ihr Abstand bei 
der Umlegung der Kamera sich nicht änderte. Dann wurde 
eine Aufnahme des Achsenkreuzes gemacht. Die entwickelte 
Platte zeigte in dem Bilde der Achsenkreuz mitte den genauen 
Ort des Hauptpunkts in seiner Lage zu den beiden Verbindungs- 
linien der Bilder der gegenüberliegenden Marken an. Hiemach 
ließen letztere sich so in die definitive Lage bringen, daß der 
Schnittpunkt der genannten Verbindungslinien genau mit dem 
Hauptpunkt zusammenfiel. Mit einer zweiten Aufnahme wurde 
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|84 P'-. SckMm^tr- 

die ausgeführte Korrektion noch kontrolliert. Diese Methode 
ist deswegen für die Bestimmung des Hauptpunktes ge- 
nügend genau, weil eine Abweichung des Lotes vom Mittel- 
punkt des Objektivs nur eine solche Abweichung des Haupt- 
punkts von der richtigen Lage bewirken würde, daß sie zu 
jener sich verhält wie die Entfernung der Mattscheibe vom 
Objektivmittelpunkt zu der Entfernung des letzteren vom Achsen- 
kreuz. Ist dann noch die Brennweite des Objektivs bekannt, 
so hat man die vollständige Einrichtung zur Bestimmung der 
ersten Orientierung für vertikale Aufnahmen nach den Sätzen 
15 und 16, falls man noch eine Libelle für die vertikale Auf- 
stellung der Mattscheibe und, wenn man will, noch je eine 
Einteilung an geeigneter Stelle hinzufügt, um die Abweichung 
von der Brennweite und die Verschiebung des Objektivbretts 
nach oben oder unten bequem ablesen zu können. 

Um gerade für die Behandlung der Photogram metrie im 
Unterricht der darstellenden Geometrie die gewünschten Bei- 
spiele in möglichst vollkommener Weise zu erhalten, habe ich 
selbst für unser Institut eine mit allen Feinheiten ausgestattete 
photogrammetrische Kamera in der mechanischen Werk- 
statt von Günther und Tegetmeyer in Braunschweig an- 
fertigen lassen (Fig. 151).') Ich möchte von einer näheren 
Beschreibung, die hier doch zu weit führen würde, absehen 
und nur folgendes bemerken: Der Apparat gestattet, Hori- 
zontahvinkel in bequemer Weise zu messen, die sechs verschie- 
denen Brennweiten des Kollinearsatzes III von Voigtländer 
und Sohn zu benutzen, das Objektiv besonders nach oben weit 
zu verschieben, Platten von i^x 18 cm sowohl im Hoch- wie 
Querformat zu verwenden; auch läßt sich der obere Teil allein 
(ohne den Theodolitunterbau) auch auf einem gewöhnlichen Stativ 
benutzen. Endlich läßt sich durch eine einfache Verschiebung 
die Vertikalachse des TTieodolitunterbaus bei der Aufnahme 
an den Ort des Objektivhauptpunktes bringen, von welch 
letzterem aus die aus dem photographischen Bilde abzuleiten- 
den Winkel rechnen. Letzteres hat den Zweck, die für das 
Zeichnen unbequemen Korrektionen zu vermeiden, die besonders 

Vi Daß unsere Saramlung die-en wie den Apptnt \oii Herrn (. KoPPh in 
-.(haften konnte, \erdinl.en wir der Bewilligung ^on besonderen ilitteln seitens der 
Kgl Regiernng und d«r <iittmget \ eremigung zur Forderung \ei ingewindten 
Miüienntil Ulli Pli\sik wie ith in diesei Stelle ^ein henuih.-ben iiiochle 
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bei Aufnahmen von nahen Objekten, wie von Gebäuden, dann 

notig wären, wenn etwa die Horizontalwinkel von einer Lage der 
Theodolitachse 

aus gemessen wür- 
den, die nicht 

durch den Objek- 

tivhauptpunkt der 

Photographie chen 

Aufnahme ginge. 
Die instru- 

meiitelle Seite der 

Photogrammetrie 

gibtAnlaßzueiner 

großen Reihe von 

Nebenuntersu- 
chungen, die für 

die Abschätzung 

der Genauigkeit 
natürlich von 

höchstem Werte 

sind. Abgesehen 

von dem Bau der 
Apparate und 
ihrer Hilfsteil e 

selbst handelt es 

sich hier um die ^''^'" '^'- I'l'<=">KrHa,ni^l.lscl,^ Kam^a vcn S.;lülli,„-. 

Untersuchung der photographischen Objektive nach 
verschiedenen Richtungen hin, die Bestimmung ihrer 
Brennweite und der Konstanten des benutzten Appa- 
rates, die Ausbildung einer Fehlertheorie für photo- 
grammetrische Messungen u. dgl. Wer sich über diesen 
Teil der wissenschaftlichen Instrumentenkunde orientieren will, 
wird eine übergroße Literatur zur Verfügung finden. 

Der vielseitigen Anwendung und den zahlreichen photo- 
grammetrischen Apparaten entsprechend ist die Literatur der 
Photogrammetrie, aus der ich nur die wichtigsten Arbeiten an- 
führen konnte, überhaupt eine überaus ausgedehnte. Jeder wird 
gewiß von der fülle der erschienenen Abhandlungen über unseni 
Gegenstand überrascht sein, wenn er einen Blick auf die über- 
sichtlich nach Ländern und der Zeitfolge geordnete Zusammen- 
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Stellung bei }'. Pagaxini, Foto^ramraetria (Manuali Hoepli, 
p. 275—288) wirft.') — 

§ 14. Ausblick auf höhere geometrische Probleme und 
Schlußbemerkung. 

Sie werden gewiß zum Schluß auch einen Ausblick auf 
höhere geometrische Probleme wünschen, zu denen die 
theoretische Ausgestaltung der Photogrammetrie Anlaß gibt. Ich 
kann hier auf das schon oft zitierte Referat von Hm. S, Fin'ster- 
wAj.DER und die dort angeführte Literatur verweisen mid Ihnen 
zum Studium besonders die bis in die jüngste Zeit fortgesetzten 
interessanten Untersuchungen von Hrn. G, Hauck empfehlen, 
welche die l'hotogrammetrie mit anfangs unabhängig da^^on 
entwickelten Theorieen der projektiven Geometrie in Ver- 
bindung setzen.-) Im Anschluß an den Satz (^i) auf p. 12S 
möchte ich hier wenigstens folgende Sätze zusammenstellen, 
wegen der Literatur aber auf das Referat von Hm. S. F\nm]lh- 
WAT.OKK verweisen: 

(3q) Ohne daß die innere Orientierung') gegeben ist, 
bestimmen zwei Photographieen und fünf Maße (d, h. die 
wahren Längen von fünf Strecken des Objektes) oder 
drei Photographieen und df'ei Maße oder vier Photo- 
graphieen und ein Maß das Objekt eindeutig (von seiner 
Orientierung gegen die Vertikale und die Nord-Süd-Richtung 
abgesehen). 

l) Andere /.HaiiiiimeiistellvinKeTi geben: 

ElJ. LKiLtaAI,, 1. c. p. 107 — 114, 

C. KOPPK, Die PhotojirammcUic oder Jiildmeßkunsi, Weinmr IÖ,S.,. 
]>. IX— XI. 
:;) G. Hauck, Theorie der trilinearen Vet« iindlschall ebener Ö>- 
stemc. I. Artikel: Neue Konsltukllonen der Perspektive und PlioH>- 
j^rammetrie, Joamid für die reine und angewandte Mathematik, Bd. XCV (1883 ; 
n. Artikel, ebendas,, Bd. XCVIJ (1884); III. Artikel, ebendas., BiU XCVIII (1S85;,: 
TV. Artikel, ebendas., Bd. CVIII (1891): V. Artikel, ebendas., Bd. CXI 1.1893': 
femer: Über uneigentlithe Prujektionen, Sitzangsber. der Berliner Jlalhemali- 
sehen Gesellschaft, I. Jahi^ang, I-eipuig 1902, p, 34 — 39; Über die Beziehungen 
zwischen drei Pacallelprojektionen eines räumlichen Systems, Jahresber. 
der Deutschen Math .-Vereinigung, Bd. XI, Leipzig 1902, p. 265—268. 

Vgl. auch Gi\o LOKIA, Fondamenli Geometrici della Foto^-ram- 
motrin, Giomale di Jlatemaliche di Batlaylini, Volnme XU, X;ipoli 1903. 
3) Vgl. Anm. 1 p. 100. 
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Daß die Hilfsaufgabe, deren strenge Lösung der letzte Fall 
bedingt, nämlich einen Kegelschnitt zu konstruieren, der acht 
Raumgerade trifft, 92 Lösungen gestattet, läßt allein schon 
erkennen, wie die allgemeinen theoretischen Untersuchungen 
keine praktische Anwendung finden können. 

(40) Eine Photographie ohne innere Orientierung 
und die Kenntnis der gegenseitigen Lage von sechs 
Objektpunkten bestimmen die innere Orientierung und 
den Standpunkt gegen das Objekt. 

(41) Eine Photographie mit innerer Orientierung 
und die Kenntnis der gegenseitigen Lage von drei 
Objektpunkten bestimmen den Standpunkt gegen das 
Objekt. (Die Lösung wird einfacher, wenn einer der drei 
Objektpunkte im Unendlichen liegt.) 

(42) Sind außer einer Photographie ohne innere 
Orientierung sieben Punkte im Grundriß und auf dem 
Bilde gegeben, so kann man den Grundriß des Stand- 
punktes bestimmen. 

(43) Ist außer der Photographie noch der Lotflucht- 
punkt auf ihr gegeben, so genügen fünf Punkte im 
Grundriß und die Kenntnis ihrer Bilder zur Rekon- 
struktion des Standpunktgrundrisses („Problem der fünf 
Punkte").') — 

Wir stehen am Schlüsse unserer Betrachtungen. Es sollte 
mich freuen, wenn es mir gelungen ist, der Ph oto gram me tri e 
auch in Ihrem Kreise neue Freunde zu gewinnen, in Über- 
einstimmung mit dem Zielpunkt meines letzten Vortrages, die 
Photogrammetrie besonders dem Unterricht in der darstellen- 
den Geometrie zuzuführen. Diesem Zwecke sollten gerade die 
elementaren Methoden dienen, deren Entwicklung den Mittel- 
punkt unserer Betrachtungen bildete. Sind schon an der Aus- 
bildung der allgemeinen Theorie der Photogrammetrie und der 
für ihre praktische Anwendung nötigen Apparate die verschie- 
densten Wissenszweige beteiligt, wie die Photographie, Physik, 
Geodäsie, darstellende Geometrie, Instrumentenkunde, so wird 
das Interesse an diesem Zweige der angewandten Mathematik 
noch mehr durch die überaus mannigfachen Anwendungsgebiete 
selbst, die wir kennen lernten, erhöht. 

I) \'fi\. die Amii. 2 Liuf rieitt i;y. 
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Meine Vorträj^e möchte ich mit der Hoffnung schließen, 
daß Sie alle mit mir in der Überzeugung einig sind: Die an- 
gewandte Mathematik überhaupt, wie die angewandte 
darstellende Geometrie im besondern bildet eine reiche, 
nie versagende Quelle der Anregung für Lehrer und 
Schüler unserer höheren Schulen und ist in erster Linie 
mit berufen, das in früherer Zeit oft ausgesprochene 
Wort zu widerlegen, die Mathematik sei eine trockene, 
unbrauchbare Wissenschaft, die zu verstehen überdies 
nur wenige berufen seien.') 

1) Vgl. A. Prinüsheim: Über Wert und anfreblichen Unwert der 
Mathematik, Festrede, gehalten in der offentliclien Sitznng der K, B. Aliidemic 
der Wissenschaften zu München zur Feier ihres 145. StittunKSlixges am 14. März 1904, 
^lünchen 1904. 
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Welche Vorteile 

gewährt die Benutzung des Projektionsapparates 

im mathematischen Unterricht?') 

Von Friedrich Schilling. 

Ich möchte mir erlauben, Ihnen unseren Projektionsapparat 
und seine speziellen Einrichtungen für den mathematischen 
Unterricht vorzuführen, in der Hoffnung, manche von Ihnen 
dazu anzuregen, auch Ihrerseits in den mathematischen Stunden 
von den Vorteilen des Projektionsapparates Gebrauch zu machen. 
Zwar werde ich meine Ausführungen wegen der mir hier 
zur Verfügung stehenden Projektionsbilder mehr an unseren 
Universitätsunterricht anlehnen müssen, aber Sie werden leicht 
erkennen, daß ganz analoge Betrachtungen auch für die Be- 
nutzung des Projektionsapparates an den höheren Schulen 
(Teilung haben. Von der Einrichtung des Projektionsapparates 
möchte ich nur wenig sprechen; ich kann darauf hinweisen, 
daß von Hrn. Professor O. Behrkndses Ihnen ja später noch 
die verschiedensten Apparate und ihre Einrichtungen, besonders 
auch für die Anwendung in der Physik, vorgeführt werden. 
Unser Apparat besteht im wesentlichen aus vier Teilen: einer 
elektrischen Lampe von Schuckert mit Handregulierung zum 
Zentrieren des Lichtbogens, den Kondensoriinsen, dem Dia- 
positivträger und dem Objektiv. 

Mein Vortrag wird in zwei Abschnitte zerfallen: einmal 
soll er die verschiedenen Methoden der Projektion für 
den mathematischen Unterricht, sodann die verschie- 
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denen Verwendungsarteii des Apparates in didaktischer 
Hinsicht Ihnen vor Augen führen. 

I. Was den ersten Punkt betrifft, so haben wir für 
den mathematischen Unterricht eine große Reihe spezieller 
Methoden zum Projizieren ausgebildet. Am einfachsten 
ist es, wie bekannt, gewöhnliche Diapositive zu beuutzen, 
die auf photographischem Wege hergestellt werden, für unsere 
Zwecke besonders Photograpbieen von Zeichnungen. Unsere 
Diapositive haben das Format von gx 12 cm; meist lassen 
wir sie hier anfertigen zum Preise von 1,35 M. für das Stück. 
Doch besonders bei Diapositiven von Zeichnungen zeigt sich, 
daß die feinen Linien zu wenig sichtbar sind; es ist leicht, 
diesem Übelstande dadurch abzuhelfen, daß man die Linien mit 
gewöhnlicher Tusche nachzieht. Man hat hierbei den "\" orteil, 
auch farbige Tusche verwenden und dadurch einzelne Teile der 
Zeichnung besonders hervorheben zu können. Auch haben wir 
wiederholt ganze Flächen mit durchsichtigen Farben angelegt.') 

Eine andere sehr einfache Methode, Projektionsbilder her- 
zustellen, besteht darin, daß man Glasscheiben, die mit 
einer Gelatineschicht oder mit Negativlack oder auch 
mit verdünntem Gummi arabicum überzogen sind, be- 
nutzt, um direkt auf ihnen zu zeichnen. Am bequemsten 
stellt man solche Platten sich her, indem man gewöhnliche 
photographische Glasplatten, ohne sie zu belichten, entwickelt, 
wenn man es nicht vorzieht, die Glasscheiben mit einem der 
genannten Stoffe selbst zu beziehen. Natürlich kann man auch 
hier wieder Linien mit farbiger Tusche zeichnen und Flächen 
mit Farben anlegen. 

Noch einfacher ist es, Gelatineblättchen, die jede Papier- 
handlung gleich in richtiger Größe besorgt, zu benutzen, um 
auf ihnen direkt zu zeichnen. Beim Projizieren werden dann 
diese Blättchen in einen Rahmen gelegt. Dieser besteht aus 
zwei Glasscheiben, die jin eine dünne Metallumrandung gefaßt 
und an ihrer Längsseite durch ein Scharnier verbunden sind. 
Diese letzte Methode empfiehlt sich wegen ihrer Billigkeit be- 
sonders dann, wenn es sich darum handelt, Bilder für einen ge- 

1^ Wir haben daju sogenannlc KÖlili-Farben beiiulat, die man in den t;ioIk'ri.n 
Hiindlunf;en für photugraphische Artikel erhält ; aucli die Diapositivfarben der 
„Neuen pholographisehen Gesellsehaft" in Berlin sind sehr geeii;net. 
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legentlichen Zweck herzustellen oder auf Reisen mitzunehmen, 
da die Blättchen leicht und unzerbrechlich sind. 

Ferner kann ich Ihnen einige Bildchen projizieren, welche 
die Bewegung der Spitze eines Kreisels darstellen; interessant 
ist daran, daß der Kreisel selbst bei seiner Bewegung sie auf 
einer mit Ruß bezogenen Glasplatte eingeschrieben hat.') 

Um Beispiele zu geben, wie man die Methode der Dia- 
positive bedeutend vervollkomranen kann, will ich Ihnen noch 
einige bewegliche Diapositivmodelle zeigen. Das erste 
stellt die kinematische Erzeugung der Epitrochoiden (cyklischen 
Kurven) dar; Ein kleines Zahnrad aus Zelluloid rollt, wie Sie 
sehen, auf einem eben solchen ab und beschreibt mit dreien seiner 
Punkte die verschlungene, gestreckte und gespitzte Epitrochoide. 
Ein zweites Diapositivmodell zeigt in ähnlicher Weise die Er- 
zeugung der gewöhnlichen Cykloide als Evolute einer andern 
kongruenten, deren Scheitel in den Spitzen der ersten liegen. 
Sie sehen in dem Projektionsbilde deutlich, wie ein Faden auf 
der zuletzt genannten Cykloide abrollt und mit einem seiner 
Punkte die erste beschreibt. Noch ein drittes bewegliches 
Projektionsmodell kann ich Ihnen vorführen, welches die Ein- 
richtung und den Gebrauch der Rechentafel von Hm. R. Pkoell 
veranschaulichen soll. 

Endlich möchte ich noch auf eine andere Verwendungsart 
des Projektionsapparates hinweisen: Man kann direkt Draht- 
modelle") von Körpern in den Lichtkegel des Apparates hinein- 
halten, sodaß ihr Schattenbild auf den Projektionsschirm fällt. 
Sic sehen in solcher Weise die verschiedensten Projektionen 
der regulären Körper und ihre Übergänge ineinander, ferner 
solche von einem Kreise mit 2 senkrechten Durchmessern und 
einem in deren Endpunkten berührenden umbeschriebenen Qua- 
drate, von einer Schraubenlinie, deren Schatten sehr schön die 
drei Formen der gestreckten, gespit>;ten und verschlungenen 
Projektionskurven zur Anwendung bringt usw. Im Grunde leistet 
der Projektionsapparat hier dasselbe, wie das nicht immer zur 
Verfugung stehende Sonnenlicht 

II. Was nun ferner die verschiedenen Verwendungs- 

li YkI. f. Krxi?; imd A. Sommkui.-fxt., Theorie des Kreisels, Heft 3, 
J.eipzif; 1903, p. 622. 

21 Diese Venvendnngsart ist in augcjedehnteni W.iße von Hm, Hermann 
WJ^:^■f;n in Damisliwlt .iiisgebildet worden. 
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arten des Apparates beim Unterricht angeht, so will ich zu- 
nächst folgendes hervorheben: Es ist oft zweckmäßig, Aufgaben, 
die man zeichnen will, vorher zu projizieren, um an den Projek- 
tionen die Methoden i^u erklären, die man beim Zeichnen aus- 
führBn will. Zum Beispiel wird es gnat sein, die Figur eines 
Dodekaeders fertig vor Augen zu haben, ehe man daran geht, 
sie im einzelnen an der Tafel zu zeichnen. Ausdrücklich will 
ich betonen, daß auch nicht im geringsten durch Benutzung 
des Projektionsapparates das Zeichnen der Figuren an der 
Wandtafel eine Einschränkung erfahren und der Vorteil, welchen 
das allmähliche Entstehen der Figuren darbietet, beeinträchtigt 
werden soll. Das Projektionsbild gestattet ferner, oft nach 
Ausführung der Zeichnung leicht Erweiterungen der Figur an- 
deuten zu können, deren Durchführung an der Wandtafel wegen 
der dazu nötigen Zeit nicht möglich wäre. Hat man z. B, 
das Dodekaeder fertig gezeichnet, so kann man an dem Pro- 
jektionsbilde noch erklären, wie man einen Schnitt durch da'?- 
selbe leg-en kann. In ganz ähnlicher Weise wird es oft er- 
wünscht sein, zur Ergänzung der an der Tafe! gezeichneten 
Aufgabe ähnliche Aufgaben, die gleiche Methoden erfordern, 
wenigstens im Projektionsbilde den Schülern vorführen zu können. 
Zum Beispiel wird man auf andere Darstellungen des Dode- 
kaeders als gerade die gezeichnete und auf die verschiedenen 
Darstellungen des Ikosaeders, die ja ganz gleiche Methoden 
erfordern, oder auf Darstellungen der verschiedensten Kristalle, 
von denen man vielleicht das eine oder das andere gezeichnet 
hat, hinweisen können. Oft ist es nötig, an früher gezeich- 
nete Aufgaben zu erinnern, und dabei ist es wünschenswert, die 
fertige Figur noch einmal vor Augen zu haben. Ich erwähne, 
daß man z. B. für die Durchdringung von Prisma und Pyramide 
gern an die Durchdringung zweier Dreiecke, für die Durch- 
dringung von Zylinder und Kegel an die Durchdringung von 
Prisma und Pyramide erinnert. Mit Leichtigkeit kann man 
zu diesem Zwecke die in Diapositiven vorhandenen früheren 
Figuren wieder vor Augen führen. Femer bietet der Pro- 
jektionsapparat besonders bei solchen Vorlesungen, die mit 
Übungen verbunden sind, die Annehmlichkeit, einzelne der 
für Übungen bestimmten Vorbemerkungen an ein Projektions- 
bild anknüpfen zu können. In meinen Vorlesungen über dar- 
stellende Geometrie habe ich z. B. schon in der ersten Stunde 
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diese Vorteile empfunden, um die Einteilung des Zeichenbogens 
durch Projektion eines fertigen Blattes, die Benutzung der auto- 
graphierten Übungsblätter und ähnliches in solcher Weise be- 
sprechen zu können. 

Ich nenne weiter als Beispiele zum Projizieren Literatur- 
und Formel Zusammenstellungen, Abbildungen aus Büchern, deren 
Vorführung oft zweckmäßig oder gar notwendig ist, um sich 
überhaupt verständlich machen zu können. Ähnliche Zwecke 
wie mit Projektionsbildern verfolgt man ja auch mit der Be- 
nutzung von mathematischen Modellen. Doch bei einem grö- 
ßeren Zuhörerkreise erweisen sich letztere oft als zu kle.in; 
ich habe es wiederholt als angenehm empfunden, an den Pro- 
jektionsbildern, die durch Photographieren der Modelle ge- 
wonnen sind, die Eigenschaften der letzteren allgemein ver- 
ständlich auseinandersetzen zu können, um es dann dem Ein- 
zelnen zu überlassen, sie nachher an den Modellen selber 
näher zu studieren. (Beispiele: Kreisschnitte der Flächen 
zweiten Girades mit den Nabelpunkten; Konstruktion der Zahn- 
räder, Polarplanimeter u. dgl.). Handelt es sich nun gar um 
große technische Anwendungen, an die man beim Unterricht 
zur Belebung der theoretischen Ausführungen erinnern möchte, 
so ist der Projektionsapparat gradezu unentbehrlich. Denn wie 
ganz anders wirkt diese Erwähnung beim Vortrag, wenn sie 
von einem anschaulichen Bilde begleitet ist (Königsche Schnell- 
presse als Beispiel für die Geradführung in der Kinematik; 
Bahnhofshallen, Brücken anlagen und andere große Eisenkon- 
struktionen als Beispiele für die Fachwerke in der graphischen 
Statik usw.). 

Habe ich bisher die vielen Projektionsbilder, die ich Ihnen 
vorführen konnte, aus dem Gebiete der Fächer, die sich auf 
geometrisches Zeichnen beziehen, gewählt, so will ich doch nicht 
unterlassen, auch auf die Benutzung des Projektionsapparates 
in andern mathematischen Disziplinen hinzuweisen. Ich möchte 
Ihnen noch eine Reihe Projektionsbilder aus der projektiven 
und der analytischen Geometrie, der Flächentheorie, der Diffe- 
rential- imd Integralrechnung vorführen, um zu zeigen, daß auch 
auf diesen Gebieten die Verwendung des Projektionsapparates 
wesentliche Vorteile darbietet. (Beispiele: Projektionsbilder zur 
angenäherten Darstellung von Funktionen durch Benutzung der 
ersten Glieder in der Entwicklung der Taylorschen Reihe, sowie 
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Reihen.)') 

Aus meinen bisherigen Ausführungen dürfte zur Genüge 
hervorgehen, welche Vorteile die Verwendung des Projektions- 
apparates gerade auch beim mathematischen Unterricht darbietet. 
Zweifellos gestattet er eine außerordentliche Belebung des Vor- 
trages, die besonders in Rücksicht darauf wünschenswert sein 
dürfte, daß auch in den höheren Schulen die Anwendungen der 
Mathematik mehr als bisher herangezogen werden sollen. Die 
Benutzung des Apparates verschafft dem Vortragenden selbst eine 
nicht unwesentliche Erleichterung der Aus drucks weise, wenn er 
seinen Vortrag an ein Projektionsbild anlehnen kann, und Hand 
in Hand damit eine größere Möglichkeit, sich den Schülern leicht 
verständlich zu machen. Sie gestattet die Erwähnung und Be- 
sprechung von Dingen, die sonst nur unvollkommen oder über- 
haupt nicht vorgetragen werden könnten; sie ennöglicht nicht 
unbedeutende Zeitersparnis, was besonders bei gelegentlichen 
Vorträgen durch Projektionen von Formeln und Figuren wün- 
schenswert ist. Meine eigenen A''orträge z. B. über „die Anwen- 
dungen der darstellenden Geometrie, insbesondere über Photo- 
grammetrie" würden mir gewiß nicht möglich gewesen sein, 
wenn ich nicht in ausgedehnter Weise von dem Projektions- 
apparate hätte Gebrauch machen können. 

Ich möchte noch einmal darauf hinweisen, daß es unser Be- 
streben war, bei unserem Projektionsapparat möglichst einfache 
und praktische F,inrichtungen zu treifen. Wie Sie gesehen 
haben, ist eine Verdunklung des Zimmers nicht nötig gewesen, 
was sehr wesentlich ist; andererseits ist der Projektionsapparat 
in verschiedenen Lehrsälen zu verwenden, da er tragbar ist 
und in den einzelnen Sälen Anschluß an die elektrische T-eitung, 
ein in die Wand eingelassenes Brett zur Aufnahme des Ap- 
parates und ein von der Decke herabzulassender Projektions- 
schirm angebracht sind. In nächster Woche hat auch die Firma 
Rudolph Nachfolger hierselbst, von der unser Apparat bezogen 
ist, sich erboten, ihren neu konstruierten großen Apparat Ihnen 
vorzuführen, der auch episkopische und mikroskopische Projek- 
tionen gestattet, d. h. direkt Projektionen von Zeichnungen oder 
Abbildungen in ihren natürlichen Farben, von Gegenständen 

1) Vgl. den ^"orliüs von "Hr.i. F. Ki.|-.in in diesem Siinimelb.inde I. Teil, p. 17. 
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müßiger Dicke, wie Taschenuhren, SchmetterUngeu u. dgl., so- 
wie andererseits von mikroskopischen Präparaten.') Es soll mich 
treuen, wenn es mir gelungen ist, Ihnen zu zeigen, wie der 
Projektionsapparat auch beim mathematischen Unterricht an 
den Hochschulen und höheren Schulen vorzügliche Verwendung 
finden kann. Daß für Ihre Schulen noch seine überaus zweck- 
mäßige Benutzung beim Unterricht in Physik, Chemie, be- 
schreibenden Naturwissenschaften und Geographie hinzukommt, 
brauche ich nicht näher auszuführen. 

r) Ich möchte nicht unterlassen, auch auf die vorti-elilichcn Apparalf dieser 
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